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INTRODUCTION

Etant donné un ensemble de moyens de production et une demande d’électricité, on se
propose d’optimiser les capacités des lignes d’un réseau de transport, de fagon & minimiser
la somme des cofits de production et des coiits d’investissements.

Le systéme est soumis d un certain nombre d’aléas :

— indisponibilité des moyens de production ;
— indisponibilité des lignes de transport ;
— caractére aléatoire de la demande.

Le probléme est dynamique car chaque année il faut déterminer les investissements a faire
qui s’ajoutent 4 ceux déja réalisés. Nous étudierons ici essentiellement le probléme statique
(un seul pas en temps). L’extension au cas dynamique ne pose aucune difficulté supplémentaire
excepté laugmentation de la taille du systéme a optimiser ; nous en parlerons briévement.

D’autre part, le probléme se pose en variables mixtes. Les variables correspondant aux
capacités des lignes de transport doivent étre choisies dans un ensemble discret. Les variables
continues. sont soit les flots d’énergie dans les arcs de transport pour une situation aléatoire
donnée, soit les niveaux de production des diverses centrales.

Les lois physiques régissant le transport de I’énergie sont les deux lois de Kirchoff ; en fait,
on travaille ici avec un réseau agrégé et seule la premiére loi de Kirchoff est prise en compte
en chaque nceud du réseau, (le flot d’énergie entrant est égal au flot d’énergie sortant).

Dans une premiére partie, on présente le modéle et on définit le probléme d’optimisation.

Dans une deuxiéme partie, on rassemble les résultats sur la méthode de gradient stochas-
tique, et on donne quelques résultats numériques comparant les méthodes du premier ordre
et du second ordre (cas ol I’on utilise 1a Hessienne de la fonction 4 minimiser). On montre
que cette méthode atteint la vitesse asymptotique optimale au sens ot elle atteint une borne
déduite du théoréme de Cramer-Rao.
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Dans la troisiéme partie, on indique les résultats numériques obtenus par la méthode
du gradient stochastique sur un réseau francais agrégé, dans le cas ou les capacités des lignes

appartiennent a un ensemble “continu’.

Dans une quatriéme partie, on étudie le probleme d’investissement 4 valeurs entiéres.
On montre que dans le cas déterministe le probleme est NP complet. On donne un résultat
indiquant des cas ou la solution du probléme “continu” est entié¢re. Enfin, on présente trois
heuristiques basées sur le gradient stochastique. ‘On présente les résultats numériques obtenus
grice & ces trois méthodes sur le réseau précédent. On montre en particulier que I’on obtient

aussi une solution entiére 4 8 % de la solution continue.

Notations de la partie application.

O Qb N2z

ensemble des nceuds, N, = N U {0}.
ensemble des arcs de transport.

ensemble des arcs de demande.

ensemb le des arcs de production (génération).
matrice d’incidence de graphe.

ensemble de situations, w € £2.

TDG=TUDUG, TD=TUD, TG=TUG etc.

taux d’actualisation.

temps.

période de gestion.

flot d’énergie dans I’arc j dans la situation w.
capacité de I’arc j dans la situation w.
investissement réalisé sur ’arc j.

cott du flot g;.

colt de I'investissement Q;.

investissement réalisé I’année s sur I’arc j.
sous-ensemble de GT.

nombre d’heures ot la demande est supérieure a x sur ’arcj € D.

fonction de répartition de la demande sur I’arc j € D.

taux de panne du groupe de production j.

type de moyen de production, G, sous-ensemble des arcs de production associé¢ au

moyen de production de type k.

budget associé au moyen de production de type k.

colit de gestion.
fonction de pénalisation.

cotit de gestion + cofit d’investissement sur une réalisation dans le cas évolutif.

opérateur de projection.
fonction caractéristique de 'ensemble A.

probabilité de tirer I’investissement 1 sur ’arc i.

m = card(T).
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Notations de la partie théorique

f fonction & minimiser.

E espérance mathématique.

- désignera également I’espérance mathématique, ex. f.
opérateur gradient par rapport 4 x.

Dxx

(£2, @3, 1) espace probabilisé ; 2 espace des événements, (3 tribu sur £, u probabilités sur
(§2, B), les événements sont notés w € 2.

L€, @, m = {1 [ 1h(w)| pdw) < =}

opérateur dérivée seconde par rapport 4 x.

X élément de R?.
C convexe de RY.
P, projecteur sur C.
M = Argmin f(x), m élément de M.
x€C
2(x) distance de x A M.
Y, = ER(x,).
g - €élément du sous-différentiel de f.
c coefficient de coercivité.
q majorant de la norme du sous-différentiel de f.
a, _pas scalaire dans la méthode du gradient stochastique.
A, - pas matriciel dans la méthode du gradient stochastique.
k, ko, k, constantes intermédiaires dans les calculs.

¢lément de R destiné 4 étre petit.

désigne la tribu engendrée par (w,, W, . .., W,).
famille de loi de probabilité sur (2, @3).-

matrice d’information.

NG B

paramétrisation du simplexe de R™ .
o) = E, f(x).

matrice | u; O

O Y W

0 wu,

h matrice servant & paramétriser le simplexe de R™ .

' transposition.

I, matrice identité dans R™ .

% xBx — bx + wx forme quadratique 4 minimiser.

R, matrice de covariance E (x,, — xu)m.

Q covariance du bruit @ = E w®?.

Z, =X, — X,.

0= ¢V v=sup [G(x) — glx, w)l q = sup G(x).
' v +.4q X, W xEC

xéC
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1 — LE MODELE MATHEMATIQUE

1.1 — Le graphe associé au systéme production transport

Les nceuds i € N représentent les différentes régions. A N on rajoute un nceud fictif noté
0 jouant le role de source pour les productions et de puits pour les demandes. On note
N, =.N v {0}.

Les arcs j € T représentent les lignes de transport, ils joignent deux éléments de V.

Les arcs de productxon j € G joignant 0 4 un élément de N, sont associés 4 un groupe
de production.

Les arcs de consommation j € D joignant un élément de NV 4 0, representent la demande
d’une région.

On note par A la matrice d’incidence nceuds-arcs associée au graphe précédent. Elle a
CARD(N) + 1 lignes et Card (TGD) colonnes. TGD désigne ici Pensemble TU G U D.

A{ =+ 1 siiestlenceud d’arrivée de I’arcj,

Al = —1 siiestlenceud de départ de I'arc j

Al =0  sinon.

1.2 — Aléas et coiits du systéme

L’état de disponibilité du parc de production, des lignes de transport, le niveau de la
demande d’électricité sont supposés étre des fonctions connues de w € 2. w sera appelé
situation du systéme. :

Pour une situation w € 2, et un arc de production j € G, on désigne par :
. q] (w) le niveau de production.

. q] (Q;; w) la capacité de production dans la situation w, pour une capac1te de production
investie Q;.

e ¢;(g;) le cout de production instantané de la puissance ql
. C (Q )} le cotit de l’1nvest1ssement Q.

On a alors les inégalités :

< (W) < §;(Q;, w) <G, Vw,Vi€G

Pour un arc de production j € T et la situation w on désigne par :
*q; (w) le flot transporté
e q;(Q;, w) la capacité de transport disponible dans la situation w pour une capacité installée

Q. |

o lecolitde transport ¢;(q;) sera supposé nul.
o (Q;) le cout de I'investissement en ligne de transport Q.

On a les inégalités :

< g (W) < 4;(Q;, w) < Q; ViET, VWED.
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Pour un arc de demande j € D et une situation w € Q :
. q] (w) désigne la demande satisfaite

. q, (w) la puissance demandée dans la situation cw, variable aléatoire a valeur dans [0, Q;] de
loi donnée.

e ¢;(q;) représente le gain changé de ’signe associé 4 la vente de g;, ou inversement
¢ (c‘fj(w) — ¢;(w)) la pénalité associée a la demande non satisfaite (‘f]- (w) — g;(w).
On a toujours les inégalités :
<g(w) <Y <Y

Remarque : La demande évolue dans le temps. Pour tenir compte de cette évolution dansune
modélisation statique du probléme, on introduit la courbe de charge t;(x) pourj€D :

s v
G0 = [7 1y, @) ds
Elle est égale au temps, dans la période [0, S, ott la demande est supérieure a x.
1
Fite) = < ;)

vérifie 0 < F x) <1 et est décroissante en x, et peut donc s’interpréter comme la fonction
de repartltlon d’une variable aléatoire q, (w) .4 valeur dans [0, Q;] ou Q; désigne la demande
maximum sur [0, S].

En situation stochastique, on pourra prendre

1 s v
Fi(x) = = E f lix, ) (q (s, w)) ds

Cette remarque permet donc de définir la loi de q, (w), JED, y compris en situation
déterministe.

1.3 — Le probléme d’optimisation

Désignons par s I'instant (I’année considérée), par S la période sur laquelle on veut opti-
miser, par Ujs, J € GT (GT désigne G UT) Pinvestissement de 'année s en production sij € G
et en transportsij € T.

On a alors les équations d’évolution des investissements -

Qo =0o + U™ s€lo,s-11,je6T (1)
Ui =0 sE€[1,S],jEGT (2)
0<Q/ <y, JET, s€[1,8] (3)

Q désigne une limite physique aux capacités de lignes que ’on peut constru1re dans un
cou101r donné. Q° est donné et représente le réseau existant.

Les équations du réseau dans une situation donnée s’écrivent :

Aq*(w) = 0 | @
1gj(w)| S EQ°,w) JET | VWs€[1,5],VweEQ ®

0< g <EWQ",w) jEG | (6)
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1l faut alors minimiser la somme des coiits actualisés d’investissement et de gestion du
systéme sur la période [0, S, ce qui s’écrit :

Min Y B 3 CGUH+E Mm Y ¢i(qi(w))
ig.y s=1 i€9 ]EGTD j€GD

wEN

sous les contraintes (1) (2) (3) (4) (5) et (6).

% C GT est un sous-ensemble d’arcs sur lesquels on désire faire éventuellement des inves-
tissements, par exemple  sera égal 4 T dans le cas ot Pon cherche & déterminer les capacités
de transport.

0 < B <1 désigne un taux d’actualisation.

Nous étudions le probléme statique (S = 1) dans deux cas : les variables U; prennent
des valeurs dans un convexe de R", les variables U; prennent des valeurs entiéres. Dans chacun
de ces cas, nous préciserons les cho1x de fonctlon q;, G;, ¢; aux paragraphes correspondants ;
en effet, le probléme se pose naturellement en variables entiéres pour les investissements, ce
qui conduit naturellement a des difficultés importantes de résolution, par contre une formu-
lation “continue” ne pose pas de gros problémes de résolution, mais plutdt un probiéme de
modélisation.

Dans le paragraphe suivant, nous rassemblons les résultats sur la méthode de gradient
stochastique qui nous permettront de résoudre le probléme “continu’ et qui nous donneront
des heuristiques pour le probléme en nombre entier.

2 — LA METHODE DU GRADIENT STOCHASTIQUE

2.1 — L’algorithme

Etant donnée une fonction f : Rd x Q= R;(x w)» 0N veut minimiser

Fo) = Ef@) = [ f(x, ) n(dw)

par rapport 4 x ou M de51gne une loi de probabilité sur (§2, 6?3) espace representant les aléas
du systéme. :

L’algorithme du gradient stochastique consiste alors a faire évoluer la variable 4 optimiser
x selon la formule de récurrence suivante :

Xpe1 = Xp — aanf(xn s wn)
ou

@, €R", VnEN et vérifie Za =00, ¥ a2 < oo

Les w,, désignent des tirages indépendants de loi u.

Cet algorithme, ou des variantes sont anciens ; citons les initiateurs H. Robbins, S. Monro
[1], J. Kiefer, J. Wolfowitz [2]. Plus récemment, citons B.T. Polyak [3] [4], B.T. Polyak,
Y.Z. Tsypkin [5] dans lequels il est donné des résultats de convergence globale sous les hypo-
théses de convexité, ainsi que des études de vitesse de convergence et diverses variantes de
cet algorithme. Dans H.J. Kushner [6] on trouvera la méthode de I'équation différentielle
moyenne qui permet I’étude de la convergence locale de cet algorithme et de ses variantes.
Cette approche est trés utile dans le cas non convexe.
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Dans cette partie, nous reprendrons les tecflniques de Polyak pour montrer la convergence
de lalgorithme et pour donner des résultats sur la vitesse de convergence. Nous donnerons
un résultat 1nd1quant que les algorithmes du second ordre, situation dans laquelle a, est la
matrice 1/n Dxx f (x,), atteignent la vitesse maximum possible (explicitée en utlhsant le
théoréme de Cramer-Rao). Nous donnons la preuve d’un résultat de Polyak indiquant une
situation ol on peut obtenir une vitesse exponentielle de convergence. Ce résultat est énoncé
dans Polyak, mais la preuve n’a pas été publiée. Enfin, nous donnons des résultats numériques
comparant les méthodes du premier et second ordre.

2.2 - Convergence de I'algorithme de gradient stochastique

Précisons les hypothéses.
On se donne :
(£2, @3, p) un espace probabilisé, C un convexe de R?

f:Q2xR? - R" appartient AL, (2, B, u), est convexe et contmue
enx Vwet verltle ()

sup {lgl, €D, f(x, w),xEC,wEN} <q )
D;autre part, si’on note :
Fe) = [ Fix, @) p(dw)
7* = min f(x)

xeC

M = Argmin f (x)

2(x) = distance de x A M.
On suppose que :
f)y—f*=2c®x VxeC (3)

Si maintenant g(x, w) € D_ f(x, w) désigne une sélection mesurable du sous-gradient de
x = f(x, w) et {a,} une suite vérifiant :

a,+ 0 et Zan = o0 | (4)

on peut définir la suite de variables aléatoires
y =Po(x, —a,g,), x, donné, (5)
ou g, =g(x,, w,) et (wy, Wy, ..., W, ...) € (2, B W)Y désigne une suite de tirages indé-
pendants de loi u.
On note y, = E £% (x,). On a alors le

THEOREME 1 : (Convergence en moyenne quadratique et vitesse de convergence).
Sous les hypothéses (1) a (4), la suite x, vérifie 11m Y = 0. De plus, pour une suite a,
de la forme :

1 .
4 =" Vn (6)

‘cr_z—i-

Yo€
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‘'on obtient la vitesse de convergence :

Démonstration

Soient m, € C tels que £*(x,) = |x, —m,|*> et F, la sous-tribu engendrée par les
n + 1 premiers tirages wg, Wy, ..., Wy,:

D’aprés (6),ona:
Qz (xn+1) < lxn+1 - mn |2 < |xn - mn 12 - 2an(gn;xn - mn) + aﬁ |gn |2
< £ (x,) — 2a, (g,,x, —m,) + a’q?
En effet :
(Xpe1 — My P = ]PC (xn - angn) -—m, ? < lxri —a,8, —my ?
carm, €C
En prenant les espérances conditionnelles connaissant F, on obtient:
E™ (2 (x,,,)) < (x,) — 2a,@,,x, —m,) +a2q
ol g, =fg(x,,, w)u(dw) € D, f(x,)
La convexité de f entraine ,
E™ (@ (x,,,)) <2 (x,) — 2a, (f(x,) —*) + a2 ¢ (8)
et d’aprés (3), en prenant I’espérance mathématique
Yn+1 SV (1 —2a,0) +a} ¢ 9

Parrécurrence, on obtient :

—1

k
Vurie S¥p L (1= 2a,,)+q* supag (1 —nd ~2can+,-))

et (4) entraine que lim y, =0
n—roo

' c? 1 1
Etudions maintenant la vitesse de convergence de y,. En notant 4 =_¢'F’ B = ;—, D= ;,
D 0
avec @, =—— (9) devient :
" n+B/A )

((n+ DA+ B)y,,, <d +B)y, (1 +m) (1 — 2 +B/A),

D2 q2

+m [(n+l)A +B]

Supposons que (#4 + B)y, <1 et montrons que I'on peut choisir 4, B, D pour que
(n+ 1A+ B)y,,; < 1. Ilfaut que:

_2cD—1  2cD N D*q?
n+B/A (n+ B/A)? (n + B/A)?

[ +1)4A +B]<1

d’ou1 ’on tire les deux inégalités :
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D*q?A —2cD +1<0
B/A(D?*q*A —2¢D + 1) — 2¢D + D?*q* A <0

On peut déterminer D et A en prenant une racine double du trinéme c? — q*A =0
et D = 1/c; pour la seconde inégalité, il reste :

D2q2A—2cD—1——2 0

La condition 1n1t1ale impose finalement B < 1/ yo.
c
Remarque: La valeur de a, ‘qui réalise le minimum de (9) est donnée par a, ===y, ce
qui conduit a I’inégalité : q
c2
Vn+1 SVn (1 —':I'z— yn)

Le comportement asymptotique de y, est dlonc le méme que celui de 1’équation
) ‘

. c . . .
différentielle y = —— ¥? qui Sintégre y(¢) =T—-—1. Cette vitesse est bien la vitesse
: e
1 - t+—
s . . q Yo
obtenue dans le théoréme précédent.

Théoréme 2 : (Convergence presque stire).
Sous les hypothéses (1) a (5) et si l'on suppose de plus que Z a2 < oo, alors

lim 2(x,, ) = 0 p.s. De plus, on al’ estzmatzon

1 k%
P(sup R x,) =€) <— —ﬂ—z ou k(m) — 1.
nzm e 1 c m-—0
— 4+ m—-
Yo q
Démonstration -
Posons ¥, = 82 (x,) + 2. a2 ¢2. De (8) on déduit :

izn

E™ (Y,0) < 22(x)+a2q2+ Y aq® =7,

iznt+l

Y, est donc une F,-surmartingale positive. Y, converge donc presque sirement.

Comme lim E(Y,) =limy,, le résultat implique que lim Y, =min €2(x,) =0 p.s.
L’inégalité de Kolmogorov sur les surmartingales Neveu [7] donne.:

P(sup Y, >e) < éE(Ym)

nzm

En utilisant alors I'inégalité Y, > ¢* (X,),ona:

P(sup 22 (x,) > (ym + ) a q)

n=zm HEm

d’ou1 le résultat.
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2.3 — Optimalité de I’algorithme du gradient stochastique.

Nous montrons dans ce paragraphe que d’une certaine fagon, I'algorithme de gradient
stochastique est optimale dans ’ensemble des algorithmes possédant la mé&me information
sur la loi du bruit, c.d.d un échantillon de taille » de la valeur du coft.

2.3.1 — Minoration de la distance a l'optimum en fonction de la taille de I’échantillon

On considére la structure statistique (2, @, € ¢) .« X est ici le simplexe de
R™, c.a.d que l'on est dans la situation ol la probabilité u € ¢ est discréte de support
constitué de m atomes

m
= (1 oo b) 18,20, Ty = 1)
i=i
Etant donné x € R? la fonction cofit est une application
f: x R? - R*, uniformément convexe en x, 2 fois différentiable en x, (10$)

on veut résoudre Min (E/u fx) g—-fﬁ ).
X

Etant donné un échantillon de taille n
Q,B,pne< R (i
une minoration au sens des matrices définies positives de Eu (x ——x“)“2 est donnée par la

formule de Cramer Rao, X étant une statistique sur (11), x, étant Poptimum recherché.-

X 1 - . C o
E, & —x,) >;~D,x# 9 'Dx,, Vi:E % =1x,; (16)

I désigne la matrice d’information

J = E(D, Log u(r)™,

r une paramétrisation du simplexe par exemple r = (u,, ..., M,, _, ), On a alors

m~—1

by =1— X 7

i=1

La minoration cherchée est alors donnée par le résultat suivant :

THEOREME 3 : Sous l’hypothése (10), ona:
. i — — ‘
E, G —x,)%? >;D§ 1 (x,)Q,D%fix,) (12)

V' x estimateur sans biais de x défini sur (11)

Q, = E, D, f(x,) (13)
Démonstration a

X, réalise le minimum de Eﬂ f(x) = f“(x). On adonc :

Y D, f(x,) =0, YueR.(1) (14)

(D) f,tx,) = G, x,), i €9,
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On paramétrise la variété & de dlmensmn m — 1 en introduisant des nouvelles variables
r€ R™ telles que :

Dou)=nh;w ijE€L...,m

ou % est une matrice vérifiant :
hy(w=p ViIiEL...,m

wpth=1, on D=|M. (15)
0 -wu,
De (15), il vient '
—1 -1
WD\ DVp =1

donc W'D est Iinverse de D™"? h. Ceci entraine que D™ hh' D™ =1 soit hh' = D,
ouencore A~ = 1’ D™', etdoncD,r = 'D~". Finalement

m
du;, =d 2 [T
i=1

et dans le nouveau systéme de coordonnées la variété X u; = 1 devient r, = cte, et le simplexe
% pourra donc étre paramétrisé par (7,, . . .

dr, =

T3

1

’ rm )
On peut maintenant calculer I’information :

m 1
E, (D, Logw)®* = Y, D,kuiD,Qu,.‘—‘—— k2=2,...,m
= ;
=nD'h=1I,_,
En différentiant (14) par rapport a r, on obtient :
2D, fi D + Y, wD xx fiDy %, =0
PR 2 ik k
- ZD ka uk+ZDxxka,2xk=0
k
et donc
D, %, = = D%, F17 [D, £,V [D, 1]
et donc (16) devient : ,
. 1 _ -
E, (¢ — %)% > — D} F7' D, fil hy 1 D, £,1 D} F~! 17

h, désigne la matrice obtenue a partir de 4 en ayant enlevé la premiére colonne.
On a, en utilisant (15) :
‘ h k) =D — '
et donc (17) devient :

E, Gk —x,)% > [02 FTE,, N DLFT - DEFTNE, D, NP DEF

mais, grice a (14) E, D, f1=0,d’oule résultat. =
Le résultat suivant montre que la solution de :

Min
X

S | =

Z flw,x) ¥ F (x)
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oll Wy, W,,...,w, estune suite de tirages indépendants selon la loi u, conduit d une solution

optimale atteignant la borne du théoréme précédent. On note :

1 n
X, = Argmin — 2 flw;, x)

i=1

Sous les hypothéses (10), X,, est unique.

THEOREME 4 : Sous les hypothéses (10) etx = f(w,x)asadérivée 3° bornée, ona :

VA, —x,) 5 U0, Dy £710,) @y Dy £ (3,))

Q,=E, (D, f&x)*
Démonstration
1) Montrons ’estimation suivante :
E|x, — x“|2 < q*/c?n
En effet, on a par hypothése :

flw,x) — f(w,x,) = (Dxf(w,x“),x—x”) +clx — x'#l2 Vw, Vx
et donc: _ | |
F,(x,) —F,(x,) =D, F,(x,),%, —x,) +c Ix, —x, P
Par définition de X, F, (x,) — F, (x,) < 0. Et donc :
— (D, F, (x,), X, —x,)=c¢ Ix, —x, 12
En utilisant Cauchy-Schwartz, il vient '
EID,F,(x,)P Elx, —%,12 > ¢ (EI%, —x, )
En utilisant le fait que la variable aléatoire D, f(x,,) est centrée; on a la majoration :
q2
EID,F, (x )’ < "
d’ou I’estimation.
2) Etudions maintenant le comportement asymptotique de~/n (%, — x,).Ona:
D,F,(x,)=0=D,F,(x,)+ D, F, (x,), x, —Xx,) €,
avec A

< X 2 <:k1
Ele, | <kE|x, —x,| <"
It vient alors:

Xy

~x, =D, F, (x,)"! D,F,(x,)+ €,
_etdonc: :

VG, —x,) =D, F,(x,)"" /uD.F,(x,) +i/ne,.

(18)

(19)

De (19) et de P'uniforme convexité, il vient que \/n €, converge dans L' vers 0, et donc

en probabilité.
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D’autre part, grace au théoréme central limite, on a :

VAD,F,(x,) % 00,0,

Grice 4 la loi forte des grands nombres, il vient :

D, F, (x#) > Dxxﬁ (x”) .
p.s
Et donc le théoréme en découle en utilisant th. 4.1 Billingsley [8]. -

2.3.2 — Méthode du second ordre
a) Le gain matriciel : on appellera méthode du second ordre une méthode du type
Xpry =X, — A, D f(w,,%,) R (20)

ol A, est une suite de matrices, ceci par analogie avec la méthode de Newton dans le cas
déterministe

xn+1 = xn —.—Dxxf(xn)“1 Dxf(xn) :

Dans ce paragraphe, nous montrons que la vitesse asymptotique optimale du théoréme 3.
est atteinte par une méthode du second ordre au moins dans le cas ou la fonction 4 minimiser
est quadratique

flx, w) = ‘— xBx — bx 4+ wx

ol w est une variable aleat01re centree de loi pu, admettant un moment d’ordre 2 20) s ecnt
dans ce cas particulier :

Xp4q =X, —A,(Bx, —b + w,)

x, =B7'b . '
et donc: » 4

Xyef —X, =(x, —B71b) — A, (Bx —b) + 4, w,

Xppg — X, = (I—A,B)(x, —xu) +4,w, (22)
Et donc en notant R,, = E(x,, — x, )92', on a la relation de récurrence :

| Ry = —A,B)R, (I —A,BY +A,04!, @D

Q désigne la covariance du bruit Q = E wp?. 21 peut se réécrire en utlhsant le fait que Cest
une expression quadratique en A4,

R,., =A,(BR,B+QA, —A,BR, —R_ BA. +R, - _
= (4, —R,B(BR,B + Q)"") (BR,B + Q) (4, —R,B(BR,B + Q)—l)
~+R, —R,B(BR,B + Q)"! BR,
et donc: : : :
R,., >R, —R,B(BR,B + Q)"' BR,
R,y 2R, (R, +B~'QB"")"' (R, + B"'QB~' —R,)
R,,, >R, (R, + B ' QB )1 p~! gp-1
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En notant Q, = B~' QB!

et donc:
R7'=nBQ 'B + Ry!
= [nBQ~'B + R; ™!
et le gain optimal est donné par :
A, =R,B(BR,B + Q)!
=R,B((B + QB 'R;HR,B)"*
=(B + QB 'R H!
=(n+ 1B+ QB 'R;H™!

Ona donc' le résultat suivant :

THEOREME 5 : L'algorithme :
Xy =%, —A,D . f(w,,x,) ou: A, =((n+1B+ QB 1R,)™!

atteint la vitesse de convergence optimale 1/n B-1QB~' au moins dans le cas quadratique :
. o ;
f(x, w) = ExBx —bx + wx, E(w)=0, E(w®?) = Q.

Remarque : On voit que la vitesse de convergence optimale est obtenue avec la méthode du
second ordre, mais que le gain par rapport i la méthode avec pas scalaire est faible. Alors que
dans le cas déterministe, on passe d’une vitesse du type k*” |k| < 1,4 une vitesse k" ici on
passe d’une méthode en kA/7 i une méthode en k'A/n” et méme le gain sur la constante est
faible. Précisons cela : La vitesse optimale est : : '

2

(Dxxf (x )— Qﬂ xxf (x )—1)~tr_Q_L~_c_c_l_’;

tr de81gne 1a trace d’une matrice.
¢ désigne ici la plus petite valeur propre de D, f (x,)-

En fait, la vitesse de convergence des deux méthodes est la méme dans la direction ou la
vitesse de convergence est plus faible.

Par contre, le colit converge un peu plus vite
CE(D,, fO)x, —x,,%, —x,)=1trQ,D, f, (x)!
et donc la méthode du second ordre condult i une vitesse fr Q /en alors que la méthode du

gradient stochastique donne xg?/cn ou X désigne le cond1t10nnement de la matrice D, f (x,)

b) Le théoréme de séparation : En notant z, =x, — x,,(22) devient :

Zper =2, —A,Bz, +4,w,
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En posant y, = Bz, —w,, U, =4,y,,ona:

n’

- U

Zpyy T 2 n

n

(23)

Va1 = Bz, — W,y

On est -dans la situation d’un systéme dynamique linéaire avec observation bruitée, et
commandé.

N

On peut alors se donner un critére, par exemple E 2 Iz, > que I’on veut miniminer
n=1

par rapport & U, ou les U, sont astreints & étre fonction du passé des observations (les
gradients passés bruités).

Ce probléme est un probléme classique de la- commande stochastique dont la solution
est donnée par le théoréme de séparation Wonham [15]. La solution est :

U,

n
Zyer = Ay Vuiy

A, =R, BBR, B+ Q!

R,=R,_, —R, BBR, B+ Q) 'BR, ,

=Zn

(24)

On obtient ainsi le méme algorithme que celui obtenu au paragraphe précédent.

c) Comparaison des méthodes du premier ordre et du second ordre sur des exemples numériques
simples. ‘

— 2 2
f=3x5 +5,x, +x,%x, +x7 +5,X,
Comparaison méthodes du second ordre et premier ordre avec @, = 1/cn optimal.

n = Newton

g = gradient stochastique.

Itérations 1,21
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-0,02
Itérations 10,21 avec changement d'échelle

Itérations 1,21

-0,01

Itérations 10,21 avec changement d'échelle.
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d) Comparaison des méthodes du second et premier ordre (un exemple mal conditionné).
f=x3 +15x3 +s,x; +2s,x, +3x,x,

s, ets, loi uniforme sur [—1/2, 1/2].

X%,
v
()
/\\ \
I
/l\\ | ! [\ Y
I RO NS SV L RN 2 - A DAY
NN \"7’ -
\4 \ ] \(g), |
\ V
o
Vo
Vv
4
~ 27380.

Les 21 premidres itérations.

Les valeurs propres de la Hessienne sont: 16 +/205 ~ 30 et 16 —4/205 ~ 1,7
X, =nx, =m pour la méthode de Newton; x; =g; x, = h par la méthode du gradient
stochastique pour a, = 1/cn, ¢ étant la plus petite v.p. de la Hessienne de f.

Xy 5%,
h ©
&g
\v._-—vv’ N
e Sy v
\\'__v/’ ~
\!'\ /v-—-v
‘ . . : ‘ N - v
. ’ (m , o : et
[ S .—.—\./'....\ cernnans e o — ——— —
° / N TS I
P AN
/ \\ v AN
'/ : "/(h) . v\\~'//'
-0,027

les itérations de 19 3 31 et changement d'échelle.

Condition initiale : x, =1, x, =1

Remarque : On voit que le gradient stochastique est instable dans les premiéres itérations

lorsqu’on prend le pas scalaire optimal a, = 1/cn, ¢ étant la plus petite valeur propre de la
Hessienne. ‘ '

Pour éviter ce phénomeéne, on peut faire la remarque suivante : remplacons I’hypothése
(2) par:

sup E |g|? <k|x—xul2 +q
8€ED . f ) )

On a alors la majoration avec y, = E |x, — X, &
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Vns1 SVl —2ca? + kal)

Le gain optimal devient : ‘
Y,
a, = ———
" q+ky,

Si I'on part d’un point initial loin de I'optimum, q est négligeable devant y, et donc :
c
a, = %

la convergence est alors exponentielle :
2

Vn+1 SV, (1 __C';_)

Lorsque y,, est proche de 0, environ aprés qy,/c? itérations, a, doit se comporter comme
a, = cy,/q et les résultats du Théoréme 1 s’appliquent.

Une bonne fagon de faire évoluer g, est donc :

A

a
n

. =0
o

2.4 — Le cas du probléme bien conditionné avec un bruit de faible amplitude

On montre dans ce paragraphe un théoréme énoncé dans Polyak [3] sans démonstration,
dans lequel on donne des situations dans lesquelles la méthode du gradient stochastique atteint
une vitesse de convergence exponentielle.

On fait I’hypothése (1) du § 2.2, les hypothéses (2) et (3) deviennent :
lg@x, w) —gX)I<v<c Vx,Vw 2"
g(x) = fg(x, w) pu(dw)
1E)I<q Vx| 2"
f(x) — F* = cx) (3"
Si m, désigne la projection de x sur Argmin f,ona:
(gx, w),x —m)=(g(x),x —m,) + (g(x, w) — g(x),x —m,)
=>f(x)— f(m,) —vlx —m,]

Z(c—-v)lx —m,|
D’ou

(g(x, w),x —m,) _ ¢~

= =0
lg(x, W) |x —m,| v+gq
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Et donc, quel que soit w, — g(x, w) est une direction qui nous rapproche de Poptimum.

On utilisera la variante suivante de ’algorithme de gradient stochastique

g(x,,w,)
x =x, —a, ————— (25)
nrLTR T g(x,, w,)]
On a alors la majoration :
2 (x,.,) < (x,) — 2a, 0%(x,) + a2 . (26)

THEOREME 6 : Goffin [9].

Etant donnée la suite a, définie par a, = A a" avec A > 0,0 <a <1, le comportement
asymptotique de l'algorithme (25) en fonction des valeurs de a, A et de la distance d l'optimum
du point de départ est donnée par : '

a=a,, Uxy) €08, = 2x,) <xy)a"
a=a,, Uxy) <8=2x,) <l

a <a, ou Lx,) > = pas de convergence vers l'optimum

avec
[ 2
S\/l—m Si 0<§
a —
’ ?L V2
26 5 2
. 1 0—/0%Z =(1—=6%
!2=Amax§;, [ — o2
. 0+\/02—-(1——a2)
Q=
A 1 —a?
Démonstration

On va supposer que £(x,) < La" et trouver des conditions pour que £(x,,,) < La**!

D’aprés (26),ona:
22 (x,,,) <a®" (L* —240L + A*)
On aura £2 (x,,,) < L'?a®™*? si VOS L < L'ona:
L* —240L + A2 < L' 4 27
Pour cela, il suffit que (27) soit vérifiée en L = Q et L = L', d’oul les inégalités :
A2 <L
L' (1 —a%)—246L' + A2 <0
En posant k£ = L'/A, il faut donc que
ka=>1
k*(1 —a®)—20k+1<0 (28)
x,) < kA4
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Sia <+/1 — 02 (28) n’a pas de solution ; par ailleurs :
k)
K (1 —a®) — 20k +1<0 si

9_\/_2__—(T_—a') <r< 0_,_\/’_2'—__(1—_;—)

1 —a? 1 — a2

(29)
a=\/1—07%
6 +/07 — (1 —
On aura également ka > 1 si ] ( b ) = 1/a, donc si
—a?
a0 —(1 —a*)=>1—a®* —ab
Pour cela, il suffit que I’on ait soit : ‘
1—a>—ad <0=>a=1/2(—0+6% +4 30)
soit :
c12(92 -1 +a2)>(1 —a? —af)? =>‘a>1/2‘0 31

On vérifie alors que (29), (30), (31) = a = q,.

Supposons maintenant que a = a, et montrons alors que Vk € [R, 2] est solution. Pour
cela, il reste a vérifier la condition. initiale Q(xo) S Ak cad Uxy) < L' pour VL' € [Q 2] ce
qui donne les derniéres conditions du théoréme.

III — OPTIMISATION DES INVESTISSEMENTS PAR LA METHODE DU
GRADIENT STOCHASTIQUE DANS LE CAS “CONTINU”

On distinguera deux cas:

1) or optimise seulement les capacités de transport.
2) on optimise les capacités de transport et les moyens de production.

3.1 — Optimisation des capacités de transport

Dans ce cas, on néglige les indisponibilités des moyens de transport et on se place dansle
cas statique. En remarque, on indiquera bri¢vement la méthode dans le cas dynamique.

Le probléme indiqué au § 1 se réécrit :

Aq(w) =0 | (1)
lq,-(w)l <Q VjET ’ )
< gj(w) < g(w) VJ €C (3)

on les c‘;]-(w) sont des variables aléatoires de loi donnee.

c‘}j(w) est une variable aléatoire représentant la disponibilité du groupe j., c’est une
variable aléatoire prenant les valeurs :

0 avec la probabilité 1 —;
Q, avec la probabilité Y

ou v; est le taux de panne du groupe de production.
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q](w) jE€D est t1ree au sort selon la loi de probabilité associée a la courbe de charge
selon la remarque du paragraphe 1.

On veut résoudre :

Min, ¥ C(Q)+EMin ¥ c(g,(w) 4)
QJ<Q1<QJ é"T e 3j(w) ;i Zen i
iEGTD]

1)
(2)
)

Q- représente le réseau existant

é; représente une limite physique sur la capacité des couloirs ol sont implantées les lignes
haute tension.

Cj(Q].) sera linéaire et représente le coiit d’investissement.

¢;(q;(w)),j € G représente le coit de production et sera pris linéaire.

c(q](w)) J € D sera linéaire décroissant et représente le gain associé a la vente de q](w)

Si ’on désigne par :

$(Q, w) = Min > cilgi(w)) (5)
qj(w),]EGTD j€GD

1)
()
©)

Papplication Q - ¢(Q, w) est convexe non différentiable.

Un élément de D, ¢ est obtenu comme le multiplicateur associé aux variables en butée sur
les contraintes. On Pobtient aisément puisque (5) est la résolution d’un probléme de flot,
pour laquelle on utilise 1’algorithme de Maurras [10]. On applique ensuite la méthode du
gradient stochastique au probléme :

Min-, C,(Q:) + E ¢(Q,
oty ET Q) + E¢(Q, w)

On est donc dans le cas convexe non différentiable et on sait calculer un élément du sous
différentiel de C;(Q)) + ¢(Q, w).

Résultats numériques

On compare les résultats obtenus pour le réscau agrégé francais 400 KV, 48 nceuds,
82 sommets, 1 85 groupes de production.

Pour pouvoir comparer avec la méthode précédemment employée par Dodu [11], on fait
la simplification suivante :

Les cotits de production sont nuls, mais on se donne comme moyens de production les
groupes disponibles les moins chers, tels que la capacité totale de production soit égale a la
demande si les moyens sont suffisants, sinon, on se donne toutes les capacités de production
disponibles.

D’autre part, on étudie le réseau aux seules heures de pointe. Dans ce cas la demande
est constante.

Les résultats sont donc comparés a ceux du modéle ORTIE, basés sur un tirage de
500 aléas.

La courbe suivante indique la vitesse de convergence de Palgorithme, 15 000 itérations
représentent ici 5 mm sur un ordinateur IBM 370/ 168, la solution du modéle ORTIE a
demandé 15 mn sur IBM 370/168. Le coiit optlmal obtenu par cette derniére méthode est
donné en traits pleins.
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vaziation de cofit (sol(n)) par rapport i
cout‘(sol ORTIE- 500 aldas) - sol(n) = solution
danmnée par le gradient stochastique en nitérations

2% X
\
AY
\
1% Y
\
0 \\ n
. - '
1000 e 10000  nombre
Sel d'itérations

-14 1 -~

A précision égale un gain de 15 est obtenu en temps de calcul.

Remarque : Le probléme dynamique.

Dans le cas ou Pon veut étudier le probléme dynamique en utilisant la définition
précédente de la fonction ¢; on veut minimiser

s

Min ) [ Y GW)tE, w)] g (6)
U st jeT

Qi =05 + Ustl, @ donné, s€[0,5— 1] )]
0<U;, sel[LS] ®)

On néglige la contrainte de couloir Qis < é]s ,IET; (6), (1), (8) peut étre vu 'comme

un probléme de commande optimale déterministe. Le gradient se calcule alors simplement
en utilisant I’état adjoint .

SN =N 4 D, 6.4, (@, W) B!, s€[0,8 —1]
j
S — .
Un sous-gradient s’écrit alors :

Dy I, @) = Dy GO — N

Us
avec ) 4
S

U, =Y [,2 cj<t/;f)+¢s<Q'S,w)] 6

s=1 jer

On peut alors appliquer sans changement la méthode du gradient stochastique. -

Le gain en temps de calcul par rapport & ORTIE permet d’envisager la résolution du
probléme dynamique en un temps plus raisonnable. En effet, le cout du calcul du gradient
croitra linéairement avec le nombre de pas en temps. La vitesse de convergence de la méthode
du gradient stochastique est liée au conditionnement du probléme et non pas a la dimension
du systéme.

3.2. Optimisation des capacités de transport et de la localisation des moyens ‘de production

On étudie ici le probléme statique (un pas de temps dans la formulation du paragraphe I),
le passage au probléme dynamique peut se faire comme dans 1a remarque précédente.
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La disponibilité du réseau sera pris en compte en supposant que :
4]'(Qj, w) = Q]‘nj(w)

La puissance pouvant transiter dans un arc de transport j € T, est proportionnelle 3 la
capacité de la ligne Q le coefficient de proportionnalité 0 < < 7;(w) < 1 étant une variable
aléatoire représentant sa disponibilité. Par exemple, supposons que I'arc j € T soit associé a
une seule ligne physique alors n;(w) sera une variable aléatoire prenant les valeurs 0 avec la
probabilité 1 — 7;» €t 1 avec la probabilité 7,5 si & j € T correspond plus qu’une ligne physique
n] (w) pourra etre une somme de variables de Bernoullh

Pour les systémes de production j € G, on prendra un modéle analogue pour représenter
les indisponibilités, q;(Q;, w) = Q;n;(w). Les arcs j € G représenteront un ensemble de pro-
duction de méme type (nucléaire, thermique classique, turbine i gaz), n;(w) sera une v.a. a
support discret dans I'intervalle [0,1] ; par exemple si j représente un site nucléaire i 4 tranches :

— 1 i
= ZXJ'

e

i=1

ol les in sont des v.a.de Bernouilli prenant la valeur O avec la probabilité 1 — y et 1 avec la pro-
babilité v.
Le probléme consiste alors 4 minimiser :

Min, ¥ C@) +E Min 3 cgw) ©
0;<0;<Q; jerec %W jeGp
j€EGTD
Agq(w) =0 - 10)
1q,(w)| n;(w) Q; JET | an
Sgiw)<n(w)Q; JEGC (12)
] < ¢ (W) < g;(w) j€D (13)
Y Qi=b (14)
JEGL

La contrainte (14) indique une contrainte de budget attachée a chaque type de production
L}i G, = G. L’indice k désigne une source de production particuliére (nucléaire, thermique

classique, turbine i gaz etc.). ‘
b, représente alors une contrainte de budget global associée a un moyen de production
donné.

Remarque La disponibilité représentée par n;(w) Q; est ev1demment une:approximation puis-
qu’en réalité la v.a. est de la forme :

v K Kj k
@ =0 3 X @)

ou Q].’f désighe la capacité d’un groupe.
Xjk (w) est une v.a. représentant le fonctionnement ou non d’un groupe. ,
K; devrait étre la variable 4 optimiser alors qu’ici K; est fixé et on optimise par rapport 4 Q.

Cette approximation nous est imposée si ’on veut formuler un probléme dans lequel les
variables a optimiser sont a valeurs continues.



156 E.D.F. - BULLETIN DE LA DIRECTION DES ETUDES ET RECHERCHES — SERIE C

IV — LES VARIABLES D’INVESTISSEMENT SONT A VALEURS
DANS UN ENSEMBLE DISCRET

Dans ce paragraphe, nous étudions le probléme énoncé au § I1I.1 dans lequel les variables
d’investissements sont 4 valeurs entiéres, c.a.d. :

Min Z C(Qu)+E Mm c(q],w)

u;eN
i JET (1)
(2).
3)
Ag(w) =0 (1)
Iqj(w)} <Qu; JE T, Vwe 2, Q ensemble discret

<q(w) < §(w) JEGD

Q est un nombre donné représentant la capacité d’une ligne.

4.1 — Condition pour que la solution du probléme (1), u; € R*, soit entiére
On a le résultat :

THEOREME 7 : Si les variables aléatoires q;, 1€DG ont leur support dans Zensemble
{n0, n EN} si les couts C et ¢; sont rationnels, alors la solution de (1) pour u; € [u], u ]
ou a; et u € N est entiére.
Démonstration

On peut réécrire (1) sous la forme :

Min_ Y Ciup + 3 Y ¢iwP)pu®  uentier

damand g

Y, ”1 JET jEGD wEeESN
w
Av 0 ‘ 2)
O<lv]9"|<uj, JET, wel
0 <@ <9P¥ J€GD

On a fait le changement de variable g;° = Qv]‘f’ et on a utilisé 1a lindarité de c et de C.
u* désigne la probabilité de I'événement w. '

Pour démontrer le résultat, il suffit de prouver que la matrice des contraintes de (2) est
totalement unimodulaire puisque dans cette formulation toutes les données sont entieres.
Or, cette matrice notée B, a la structure suivante :
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IV — LES VARIABLES D’INVESTISSEMENT SONT A VALEURS
DANS UN ENSEMBLE DISCRET

Dans ce paragraphe, nous étudions le probléme énoncé au § I1I.1 dans lequel les variables
d’investissements sont 4 valeurs entiéres, c.a.d. :

Min Z C(Qu)+E Mm c(q],w)

u;eN
i JET (1)
(2).
3)
Ag(w) =0 (1)
Iqj(w)} <Qu; JE T, Vwe 2, Q ensemble discret

<q(w) < §(w) JEGD

Q est un nombre donné représentant la capacité d’une ligne.

4.1 — Condition pour que la solution du probléme (1), u; € R*, soit entiére
On a le résultat :

THEOREME 7 : Si les variables aléatoires q;, 1€DG ont leur support dans Zensemble
{n0, n EN} si les couts C et ¢; sont rationnels, alors la solution de (1) pour u; € [u], u ]
ou a; et u € N est entiére.
Démonstration

On peut réécrire (1) sous la forme :

Min_ Y Ciup + 3 Y ¢iwP)pu®  uentier

damand g

Y, ”1 JET jEGD wEeESN
w
Av 0 ‘ 2)
O<lv]9"|<uj, JET, wel
0 <@ <9P¥ J€GD

On a fait le changement de variable g;° = Qv]‘f’ et on a utilisé 1a lindarité de c et de C.
u* désigne la probabilité de I'événement w. '

Pour démontrer le résultat, il suffit de prouver que la matrice des contraintes de (2) est
totalement unimodulaire puisque dans cette formulation toutes les données sont entieres.
Or, cette matrice notée B, a la structure suivante :
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42 — Le probléme déterministe est NP complet

On appélle probléme déterministe la situation du 4.1 ‘dans laquelle cafd(SZ) =1 c.a.d.
il y a un seul aléa. Dans ce cas, le probléme est du type :

* Min du + cq u entier
q,u
Ag=b, q=0 , A matricedincidence de graphe )]
0<gq; <aquy a; entier > 0

On montre que si I’on sait résoudre (4), on sait résoudre le probléme du sac 4 dos unidi-
mensionnel et donc que (4) est NP complet.

Le probléme du sac a dos unidimensionnel consiste a montrer Pexistence d’une solution 4 :

Y gx;=b (5)

Pour cela, on considére le graphe :

et on résout grice a (4) :

y =min Za;u; u entier
q,u

Zq;=b

q; < a;u;
=

y=22Zq;=b

et donc savoir si (5) admet une solution revient  savoir si y = b, et donc la résolution (4)
permet de résoudre la question, et puisque le probléme du sac a4 dos unidimensionnel est
N.P. complet, (4) est N.P. complet.

THEOREME 8 : Le probléme déterministe (4) est N.P. complet et donc le probléme stochas-
tique l’est a fortiori.

Ce résultat négatif nous indique qu’a priori le probléme est difficile et que les seules mé-
thodes actuellement disponibles sont du type branch and bound ou des heuristiques.

4.3 — Discussion des méthodes Branch and Bound

Christophides [13] résout le probléme déterministe par une méthode branch and bound.
Il lui faut plus de 5 mn de CDC 6600 pour résoudre un probléme de taille bien inférieure a
I’exemple traité dans le § III, ceci pour une réalisation des aléas. Le probléme stochastique
avec 500 réalisations (méme si on arrivait 4 adapter 'algorithme) nécessiterait donc un temps
prohibitif.
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Gondran, Minoux [14] donne des temps de calcul pour minimiser une forme quadratique
sur les entiers de I’hypercube [0,1]* par des méthodes du type branch and bound. Il donne
des temps de calcul de I’ordre de 5 mn sur IBM 370/168. Or, notre probléme est en dimension
82, mais n’est pas une forme quadratique & minimiser. On peut imaginer les temps de calcul
qu’il faudrait pour résoudre notre probléme. Cette voie est exclue. Il reste donc des heuristiques
donnant des solutions pas trop mauvaises.

Il apparait d’autre part que I’arrondi de la solution continue & I’entier le plus proche
double approximativement le coiit du minimum continu. Nous proposons maintenant 3 heuris-
tiques, dont la meilleure conduit 4 une solution a4 8 % du minimum continu en un temps trés
court. Ces méthodes sont toutes basées sur les idées du gradient stochastique.

4.4 — Heuristiques basées sur le gradient stochastique

4.4.1 — Le gradient stochastique calculé & Uentier le plus proche

Soit 2 minimiser Ef(x), x entier. On utilise ’algorithme suivant :
Xpep =X, —aD f([x,], w,), x €R™

a>0
(6)

[x,] entier le plus proche de x,,
w,, n-iéme tirage des aléas.

Alors [x, ] ne converge pas, mais évolue sur un certain nombre de points récurrents.

Supposons que les points récurrents forment un hypercube noté [0,11”. Notons p; = Ia
fréquence de passage de la composante [x,];en 1 et p? celle du passage en 0.

’ . . : _ 1 0
On classe les composantes par ordre des fréquences décroissantes q;, 9; = sup (p; , p; ).
On fixe disons les r premiéres composantes i la valeur Argmax (p?) c.A.d 4 la coordonnée
entiére de plus haute fréquence. £

On applique (6), on fixe 4 des valeurs entiéres par le méme procédé r nouvelles coor-
données. On réitére jusqu’a ce que toutes les coordonnées soient fixées.

C’est 1a meilleure heuristique trouvée, elle conduit 4 un cofit a 8 % du minimum continu
obtenu en faisant 3 blocages, aprés 2 000 itérations de gradient chacun. :

Elément de justification

Plagons nous en dimension 1 avec f convexe et supposons le minimum de la fonction
comprisentre Oet 1.

Notons :
8o le gradient en 0
g, le gradient en 1
N le nombre d’itérations
P, la fréquence de passage en 0
p, la fréquence de passage en 1
Ona:

INpY g, + NpY g, 1< 1
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. etdonc:
Pl(ygo + pzlv &1 Njw 0

g, | 18]

Do Dy

et donc le point de fréquence la plus élevée est le point de gradient le plus faible, et donc, au
moins dans le cas quadratique, le meilleur. - ‘

Ce raisonnement s’étend en dimension »n i condition de raisonner sur les gradients
moyens par face, cette moyenne étant au sens d’une mesure définie par la mesure ergodique
associée au champ de vecteurs D, f([x]).

Remarque : Cette heuristique est sans commune mesure meilleure que toutes les techniques
que I’on a pu essayées, basées sur les idées du type branch and bound dans lesquelles les choix
sont basés sur des évaluations par défaut du coit calculées grice 4 la méthode du gradient
stochastique.

4.4.2 — Tirage au sort de la variable a optimiser selon une loi que l'on adapte par la méthode
du gradient stochastique

Soit 4 résoudre : -

xel\ﬁ)i’r}}m Ef(x), fconvexe

m

On tire au hasard x selon laloi P = II P; ou P; est une loi sur {0,1}, Vi, telle que
i=1
P, (0)=1—p;
' Pi(1) = p;

On adapte la loi P; en faisant varier p;, par une méthode de gradient stochastique, de

facon a converger vers un poids de 1 sur le point dont la composante du gradient est la plus
petite en norme, si les gradients sont de signes opposés, sinon sur le point O si les deux
gradients sont positifs ou 1 si les deux gradients sont négatifs.

- Si on note :
g(x, w) = D, f(w)

Palgorithme est le suivant :

p{'+i=Pr p?—‘an gi(xn,wn) Xl(:i)'l‘xo(xi:
' p;i (1 —p})

>0 R

za, =, a,

Za2 < oo

P, désigne la projection sur [0,1 i
x4 (x) désigne la fonction caractéristique de I’ensemble 4.



J.C. DODU, M. GOURSAT, A. HERTZ, J.P. QUADRAT et M. VIOT 161

L’étude de (7) par la méthode de Iéquation différentielle moyenne montre que (7) se
comporte asymptotiquement (Kushner [6]), au moins dans un intervalle [q, b], @ > 0, b < 1,
comme 1’équation différentielle :

2 - @) s pelol[
;= —1—& (@ —2) o1 si p=1 (8)
t-E @@ s p=0

ou

1]
?,0 = EPXN [gi(x’ w) Ix,' = 0]

E} = pr“ [g,'(x,'w) |xi

M désignant icila loi de w.
Dans le cas de la dimension 1 :

7' @) = Eg(1)
2° (0) = Eg(0)
et

p(®) > 1 si Eg(l) +Eg(0)<0 cad si

t—> oo

Eg(l) < — Eg(0)
p@®—>0 si Eg(l)+Eg(0)=0

ce qui est le résultat souhaité.

Malheureusement, méme pour la dimension 2,des points d’ équilibre intermédiaires sont
possibles. Et la vraie pénalisation de la dimension l n’est pas applicable. Néanmoins, il a été
possible d’obtenir une solution 4 8 % du minimum continu pour Pexemple du IIL.1, grice a
la variante suivante de 1’algorithme. On fait T’hypothése que g} (p) = C; le cout da 1nvest1s-
sement ; on applique I'algorithme suivant :

Pt =P, [p} —a,lg;(x", @) + C;1 xo (x1)]
qui bien qu’il se ralentisse dans le voisinage des p; = 0 a l'avantage de ne pas avoir au déno-
minateur des valeurs pouvant s’annuler.
4.4.3 — La méthode de pénalisation

La méthode consiste 4 pénaliser les contraintes d’intégrité de fagon non dlfferentlable
d’appliquer 1a méthode du gradient stochastique sur le probléme pénalisé et de faire évoluer la
pénalisation de facon 4 partir de la solution continue et de réaliser progressivement les
contraintes d’intégrité.

On veut résoudre :

Min E f(x)

X entier

Soit ¢4 » (x) une fonction linéaire par morceau, = 0, nulle sur les entiers, de pente d
en N* etbenN ou N* désigne {0F, 1+ 2%, YetN- = {17,27,3",.. 3.
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On applique alors la méthode du gradient stochastique a

Min Ef(x) + ¢, 5 (x)

Ijl est bien évident que le probléme ainsi formulé est non convexe et qu’il a de nombreux
minima locaux.

Pour appliquer cette méthode, on part de ¢, , (x), puis on fait croitre progressivement les
pentes d, b avec les itérations du gradient stochastique.

L’algorithme est donc le suivant :

Xne1 = Xp - aan h(xnﬂ Wy, dn’ bn)

ou f(x (0)+¢d b(x) h(xrnwnadn:b )

Za, = + o
Ta: <o
d

> d d,td d, >0

bn—>bb¢bb <0

n—> o

d et b sont deux pentes nous assurant que tous les minima locaux sont entiers.

En pratique, pour I’exemple du paragraphe III, d, — d trés grand, b, = b ou b est le cout
d’investissement des lignes, la pénalisation limite pour la ligne i est donc de la forme :

¢ (x)

Q.

1

1 ¥ T 4

c.a.d que le coiit d’investissement plus la pénalisation limite est de la forme :

C;Q; +¢(x) -

0
c.a.d le colit d’investissement réel.

En partant de I'arrondi le plus proche de la solution continue cette méthode conduit 4
un optimum local & 11 % de la solution continue en 2 000 itérations. Ce qui fixe a peu pres
4 3000 itérations le cout total, puisqu’on n’a pas besoin d’une solution continue trés précise.
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En fait, dans cette heuristique, on a une vue locale et la qualité du résultat dépend énor-
mément de la déformation de la fonction 4 minimiser. Lorsqu’une coordonnée s’est engagée
dans une mauvaise direction, il est alors peu probable qu’elle puisse revenir dans la bonne
direction.

Les deux graphiques suivants donnent les résultats numériques obtenus sur I’exemple
du § 3.1.

4000 -

3328 (b)
3320 (a)

3070
3025

nambre de
1000 1OC;OO réalisations

Figure 1 — Evolution du cott

(1) a Evolution du codt moyen de la solution continue obtenue par gradient stochastique sur 10 000 itérations.

(2) » Analogue 2 (1)a pour la solution EDF obtenue sur 500 aléas.

(3) ¥ Courbe analogue pour la meilleure solution entiére : (a) donnée par ’algorithme 4. (6), (b) donnée par
4. '

(3)'o Analogue a (3) pour la pénalisation 4.4.3.

(4) > Coit par paquet de 1000 aléas correspondant 3 (3).

coit
e
!
!
I
Lo(3)
4 S
]
!
—_—
1 li_—'('
1
(2) - ! S,
! r———l__. [ —
-t~ —r
/‘__—— _--“'-—A—"‘ \A~~\ -——‘_--‘__—A
//
R4 M —
3000 T
; nombre de
1000 ' 10000 TEalisations

Figure 2

(1) a Courbe (3) de la figure 1

(2) Courbe (4) de la figure 1

(3) ' Cont par paquet de 1000 aléas au cours des itérations de I'algorithme 4. (7) (convergence vers (2) en
12 000 itérations).
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