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EXISTENCE DE SOLUTION ET ALGORITHME DE RESOLUTION
NUMERIQUE, DE PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL
DE DIFFUSION STOCHASTIQUE DEGENEREE OU NON*

JEAN PIERRE QUADRATY

Motivation et introduction. Donnons des exemples pratiques de contrdle sto-
chastique que nous avons eu a résoudre.

1. Une gestion de réservoir Delebecque—Quadrat [8] (Probléme posé par EDF).

t le temps.

X, désigne les apports dans le réservoir. Ils sont modélisés par une diffusion
stochastique. X, =0 cette diffusion sera donc dégénérée.

S, le stock d’eau dans le réservoir a l'instant £, Smax T€SP Smin] le stock maximum
[resp minimum].

u, le débit turbiné a ’instant ¢,

P(S,, u,) la puissance fournie par les turbines lorsque le débit est u, le stock S,.

D(¢) 1a demande d’électricité en puissance a l'instant 7.

La puissance thermique a produire sera alors D(t)— P(S,, u,), le cofit associé sera:

C(D(1)—P(S, ur)).

Le probléme de contrdle stochastique s’écrit alors:
dX,=b(t, X,) dt+o(t, X;) dw, o =0pour X <0

—(X - ut)_ dt si St = Smax,
(01) das; = (X, - ut) dt sl Smin< S < Shmaxs
(X, - u,)+ dt siS, = Seminy X: = Uy

T
Min EJ C(D(t)—P(S, u,)) dt.
u 0

2. Un probléme de croissance de firme Bensoussan-Lesourne [9].

X, trésorerie a l'instant ¢, '

y. capital investi a I'instant,

f(y.)(A dt + dw,) rendement du capital investi & I'instant (w, est un brownien),
v, investissement,

u, dividende versé aux actionnaires,

7 temps de faillite (trésorerie = 0).

Contraintes:

u, =0,
v, =0,
u: + v, = Af(y,) investissement +dividende
=rendement moyen de I'investissement.
* Received by the editors November 30, 1977, and in revised form March 5, 1979.
+ Institut de Recherche d’Informatique et d’ Automatique, Rocquencourt, 78150 Le Chesnay, France.
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Le probléme de contrdle stochastique correspondant:

T

Max EJ ue " dt

vu 0
(0.2) =fly)A dt+dw,)—vdt—u dt
dy,=vdt.

Le critére représente la maximisation des dividendes actualisés (i taux d’actualisa-
tion) versés aux actionnaires.

3. Un probléme de gestion de portefeuille Merton [16]. Smt X, le capital dont on
dispose 2 I'instant ¢. On a le choix entre acheter des actions arendement aléatoire, et un
placement a rendement ﬁxe Notons #, la proportion investie dansles actions. Notons:

1+dR; le rendement des actions,

14+ dR? le rendement du deuxiéme placement.
On modélise: _
dR} = _dt +odw, w, brownien;
dR? = a dt. -

Soit C, la consommation 2 Iinstant du capital a 'instant, f(C,) 1a fonction d’utilité
de cette consommation.
L’évolution du capital est alors donnée par:

dX,=X,(udR! +(1—u) dR?)—Cat,

0.3) wular dt+odw)+(1—u)X,a, dt —Cdt, 0=u=l,
) Le critére:

MaxE [ f(C)+6(X).
u,C 0

¢ représente une fonction de legs, le critére représente la maximisation de I'utilité
de la consommation plus le leg en fin de gestion.

Nous constatons que ces trois problémes sont dégénérés, le terme de diffusion peut
s’annuler. Dans le troissme probléme le contrdle apparait dans le terme de diffusion.
Dans le premier probléme, la deuxiéme equatlon d’évolution a un second membre
discontinu.

Le but de ce travail est de donner des théorémes d’existence pour de tels problémes,
et de caractériser la solution optimale de fagon a ce que I’on puisse la calculer effective-
ment. ’

Un certain nombre de résultats existent dans la littérature Krylov—Nisio [12],
Kushner-Chen-Fu-Yu [14], Fleming-Rishel [10], Sentis [21], Bismut [4], Kushner [13]
mais aucun de ces travaux ne donne une réponse a ces trois problemes.

Ce travail donne une réponse compléte aux problémes 1 et 3 et un théoréme
d’existence pour le probléme 2 (la caractérisation des contrdles optimaux lorsqu’on
arréte processus n’étant pas donné dans ce travail).

La méthode de résolution utilise deux techniques:

1. La formulation faible Stroock—Varadhan [22] de diffusion stochastique (prob-

léme de martmgale)
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2. Les techniques utilisées en contrdle déterministe décrivant le systéme com-
mandé en terme de multiapplication Young [24], Castaing [6], Valadier [23],
Ekeland-Temam [9], Sentis [21]. ‘

On est donc amené 4 définir le probléme de martingale pour des multiapplications

s.c.s. (semi continue superieurement).

On donne un théoréme d’existence trés général qui contient comme cas particulier
des équations différentielles déterministes multivoques pour des multiapplications s.c.s.
La méthode employée est celle utilisée dans Stroock—Varadhan [22] dans leur “invari-
ance principle’” montrant la convergence de chaine de Markov vers des diffusions, et
d’un lemme abstrait énoncé en 1.2.3.

Une fois I’existence assurée, pour de tels problémes, on montre que I’ensemble des
solutions au probléme de martingale multivoque est un ensemble convexe compact de
mesure de probabilités sur I'espace des fonctions continues sur (0, T').

L’existence d’une solution au probléme de contrdle stochastique en découle alors
immédiatement.

La caractérisation du contrdle optimal se fait alors en déterminant une suite de
mesures convergeant étroitement vers une solution optimale; cette suite de mesures
étant obtenue comme solution de probléme ce contrdle de chaine de Markov. Les
problémes de contrdle de chaine de Markov sont définis grice a une technique trés
proche de celle employée dans Sentis [21] pour la résolution de probleme de contrdle
déterministe. L’idée d’approcher le probléme de contrdle stochastique par un probléme
de contrdle de chaine de Markov a été abondamment utilisé par Kushner [13] par
example Kushner-Chen-Fu Yu [17]; les techniques employées ici sont différentes et
permettent de résoudre complétement le probléme, alors que dans Kushner—-Chen-Fu
Yu [14] (dans un cadre d’hypothéses moins général), le résultat obtenu peut s’énoncer
ainsi, on construit un feedback meilleur que tout feedback lipschitzien. On donne en III
un contre exemple montrant que ce résultat bien que pratiquement intéressant, est
insuffisant. On peut, avec ces feedbacks étre trés loin du coiit optimal (en fait, aussi loin
qu’on veut).

On donne enfin une suite de problémes de contr6le de chaine de Markov, en temps
discret, et a état discret qui converge vers une solution optimale. A chaque étape en
temps il faut résoudre un probléme de programmation mathématique (minimisation
d’une forme linéaire sur un ensemble convexe) en dimension finie. Ce probleéme peut
dans certaines applications étre lourd a résoudre. On donne alors des résultats qui
permettent d’obtenir un feedback meilleur que tout feedback lipschitzien (résultat du
type Kushner-Chen-Fu Yu [14] dans un cadre plus général). Ces résultats peuvent
avoir un intérét pratique avec la restriction énoncée plus haut. Utilisant alors des
résultats de Bismut [4] on montre que le feedback meilleur que tout feedback
lipschitzien est optimal dans le cas non dégénéré. Ce qui permet de trouver des résultats
du méme type que ceux obtenus dans Goursat—-Quadrat [11], Quadrat [19] par une
méthode purement probabiliste, dans un cadre plus général, alors que dans cet article la
méthode était basée essentiellement sur ’analyse numérique de ’équation de Bellman
correspondante.

L’ensemble des résultats obtenus par les techniques des équations aux dérivées
partielles est donné dans Bensoussan-Lions [1] bien que ne semblant pas pouvoir
atteindre le degré de généralité obtenu par les méthodes probabilistes. Cette premiére
méthode donne des résultats plus précis lorsqu’elle s’applique.

Signalons enfin une technique de semi-discrétisation en espace interprété en terme
de processus ponctuel convergeant étroitement vers la diffusion, développé dans Robin
[20].
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Les résultats de cet article ont été annoncés dans Quadrat [25]. L’extension de ces
résultats au cas des processus de diffusion avec sauts sera donné dans Quadrat [26].
PrLAN.
1. Probléme de martingale.
1.1. Définition du probléme de martingale.
1.2. Construction d’une mesure solution du probléme de martingale.
1.2.1. Une famille de probabilité de transition, définitions et propriétés.
1.2.2. Une famille de probabilité sur C(0, T'; R™), définitions et propriétés.
1.2.3. Un théoréme abstrait.
1.2.4. Le théoréme d’existence.
1.3. Propriétés des solutions du probléme de martingale.
2. Controle optimal de probléme de martingale.
2.1. Définition.
2.2. Théoréme d’existence.
2.3. Caractérisation d’un contréle optimal (discrétisation en temps).
2.4. Caractérisation d’un contréle optimal (discrétisation en espace et en temps).
3. Quelques resultats particuliers.

1. Le probléeme de martingale.
1.1. Définition du probleme de martingale.
1.1.1. Notations.

Soient

O=C(0,T;R™), Xi(w)=w,

F =0(X,,s=1), ,

F = F; la tribu des boréliens de (),

@ la tribu des prévisibles de (2 x [0, T),

la multiapplication

(H)C:[0, TIXR™>G=R™xS"(m) s.c.s.," a valeur convexe dans un compact fixe
noté M, ou S, désigne le cone convexe des matrices symétriques non négatives.

Si I’on désigne par p; et p, les projections

pi:R"XS, >R™ ,
(x, y) pilx, y)=x
p2: R™ xS, >St
(x, y) pax, y)=y
on appellera:

A la multiapplication p;° C,
B la multiapplication pqe° C.

1 . . 2. . N . . 2
s.c.s: semi continue supérieurement; s.c.i: semi continue inférieurement.
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On notera:
M, =sup sup ||,
s,x beB(s,x)
M, =sup sup|al.
. 5,x% acA(s,x)
Pour

@€ Cy*([0, TIXR™),
é=(b,4):[0, TIxQ->R™xS}, processus prévisible a valeur dans C,

on désigne par:
0 mo ;)
Leo(s, ) =2 (5, X,(@) + ¥ bils, w) == (s, X, (w))
ot i=1 0x;
2

n 0
+ dy(s, ) ® (s, X.(w)).
ij X;0X;

Pour
é=(b,a):[0, TIXR™>R™ xS},

on désignera par:

ach

x;0x;

F) mo
Lsp(s, x) =22 (s, x)+ 2 bi(s, x) o (8, x)+X dy(s, x)
31‘ i=1 ax, 8]

(s, x).

Mp(Q) désigne I’'ensemble des mesures bornées muni de la topologie de la
convergence étroite.
M (Q) désigne le convexe des lois de probabilités sur Q.

1.1.2. Définition du probleme de martingale. Une mesure de probabilité P sur
(Q, F, F) sera appelée solution du probléme de martingale pour le doublet (x, C) si:
() P(Xo=x)=1
(ii) il existe un processus c(s, w) prévisible vérifiant:

é(s, w)e C(s, X,(w))

t

et X,(w))—J L:o(s,w)ds est une (P, F,) martingale.
0

On désignera par:
P(K, C) I'ensemble ces mesures de probabilités sur ), solution du probléme de
martingale (x, C), x € K, K compact de R"™.

1.2. Construction d’une mesure solution du probleme de martingale.

1.2.1. Une famille de probabilités de transition. On se donne unnombre n € N, on
pose A = T/n. Pour p, a, 8, >0;

notons:

H"’C’”’“‘B(s,x)={7re¢%i(R"‘):
(1.1),(1.2) (J (y —x)m(dy), J (y —x)®27r(dy)) =(b(s, x)h, a(s, x)h) e C(s, x)h,
(1.3) f ly — x| (dy) §ph°‘}.

LEMME 1. IT"S?*8. [0, TIXR™ > ML (R™) est & valeur relativement compacte.
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Démonstration. Gréce au critére de Prohorov, il suffit de montrer:
Ve>0 3M, mx(y—x|ZM)=se.

Or, l’inégalité de Tchebycheft donne:
M:h
M*
En prenant M =M,/vh/e on obtient le résultat. [
LEMME 2. Soit ¢: R™ - R continue vérifiant:
()  AIM,M:z|zM;, > ¢(2)=|z|*M,.
Soit une suite {w"}e M} (R™) convergent étroitement vers vérifiant AB' > B et p:
@  fly-xI"="dy)=p
alors: ‘ '
@ [ly—x"m(dy)=p

(b)  lim_, f@(y —x.)7"(dy) = o(y —x)7(dy) pour toute suite x,, - x.
Démonstration. (a) Notons:

7"'s,x(ly'*-xlgM)é

Vi:R->R
X si—-M=x=M,
Up(x)=¢ M. six>M,

—M six<-M., A
On a:

o= [ ly=atn @)= [ Wuly ~+1*)" @) — [ty =+
et donc:
[y - wiay) o M
o p =sup J- Ure(ly —x*)m(dy) = I sup War(ly —x|¥)ar(dy) = J ly —x|® w(dy).
M M V)=
(1.4) ’ (b) IJ ey —x,.)w"(dy)—J. oy —x)ﬂ(dy)‘
= ” (P(y =)= (y —x))zr"(dy)l + U ey —x)=m" —m)(dy)|,
J lo(y —xu)—@(y —x)|7" (dy) R : v

= le=m)—el—xle"@)

+L ey —xa)— @y —x)|m"(dy),

y—x|=M3

y—x|=M3

L et I<D(Y—xn)—<P(Y—x)|1r"(dy)§l sup |o(y —x.)—@(y —x)|>0

1 - 00,
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En choisissant M3 suffisamment grand

Jl | l¢(y—xn)—¢(y—x)|w"(dy)éM4J ly —x[Par" (dy) +|x —x"|°Ms
y—x|=M;

y—x|=M3

s | ly=xtn (@)

+]x—x"[PMs>0, n->oo0,
en faisant tendre n et M5 - o0; d’autre part

[ o=~ myiay)

a5 5|[vweer-xE"-miay)|

1 - i
A [EBTE J lo(y —x)|*"#m" —7|(dy)
) le(y—x)=M .

Wo@(y —x) est continue donc:
(1.6) [ Waooty=x)m"=m dy>0,  noo.
Grice a (i)

an [ el —aldy) =M [ Iy~ 5l () S 20Ms;
(1.4), (1.5), (1.6), (1.7)=>b en faisant tendre M >0, [1 ,
PROPOSITION 0. La multiapplication T1™%**#:[0, T]x R'" > M (R ) est s.c.s.
Démonstration. Montrons qu’elle est de graphe fermé et donc griceauLemme 1 2
valeur compacte:
Soit:
(s X&, ) une suite de [0, T]XR™ X #L(R™) convergeant vers (s, x, 7). Montrons
que 7 € [1"CP8,
Pour cela il sufﬁt de montrer que o vérifie (1.1), (1.2) et (1.3).
Or, (1.3) résulte du (a) du Lemme 2, tandis que (1.1) et (1.2) résulte de (b) du
Lemme 2.

e(y—x)|=zM

1.2.2. Une famille de probabilités sur 2. A partir de la famille de probabilité de
transition I1™“**# construisons une famille de probabilité sur Q de la facon suivante:

Etant données une section borélienne m,, de II™“**# construisons la mesure
notée

(1.8) P sur (R™"*V, &) définie pe'lr:2
. Pryo = Thyo(dy1) * * * Ty, (@Yn).

Considérons maintenant la variable aléatoire interpolation linéaire.

In
(R™ "™V, 38) — (Q, Fr),
L(yo, y1, - -+ ya) () =yi + y‘“ YrrZViop _ipy. telih, i+ 1)1

2 % désigne la tribu des boréliens.
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On désignera par P7,, la mesure image de P, par I,. Notons alors:
(1.9) 2K, C,p,a B)={P% ,: m section borélienne de [1"**#, y,e K}

de méme:

PN K,C,p,a,B)= U P, K, C, p, a, B).

neN

LEmMME 3. P(N, K, C, p, a, B) est étroitement relativement compacte pour Ya, B
a>1,4=8>2.

Démonstration. On utilise le critére de relative étroite compacité suivant [3 th.
12.3Pb 7, p. 102]: (a) Ve >0 3L compact de R™:

P(X(0)eL)z1-¢ VYPeP(N,K,C,p,a B).
2<g=4
(b) Fy=0et 5>1 et une fonction continue non décroissante F tels que:
Ep{|X(22) = X (0)]"|X (6) = X (t1)|"} S |F (12) — F (1)),
VPeP(N, K, C,p,a,pB) 2<B=4eta>1,
Vi, tt, 0=6=t=6=T.

On obtient (a) en prenant L =K.
Démontrons le (b): Soit: t;, =¢=t,, 8 définien 1.3., y =B/2,

(il =i e=[iJn o= ((i]n

ol [ -] désigne la partie entiére.
Plagons nous dans le cas ol <t <¢"<t5, les autres cas conduisant a des
démonstrations analogues. On a: '

E|IX,-X/|"|X, - X"
=M(B)E(IX,,~ Xy|”
+[ Xy = X" + X = X)X, = X7 + X0~ X|” + | X~ X, )
=M(B)(S1+S,+S3)

(1.10)

avece
=E{E(‘ th|y+|)(t2 Xl IE)(|XI )(lly-l'-‘X Xt’1}‘y+|X"1 Xhl‘y)}
S> = E{| X, — X,|"|X, - X.|"},
S3=E{E(|Xt”_Xt| |F,')(IX,':—}(,u|y+|X,1—X,1|Y)};

or:

E(X,—Xy|"|Fy)= ' o o2 = E(Xysn — X)"|Fy)
M

(1.11) =2 21 o

h a/2 = Mllt Imf(a/2 .v)

E(Xy,— Xo|"|Fr) = My(v)E(| Yy~ Yo" |F) +E(| Y hb(ih, Xin)

t"sih<ts

)
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avec:

Y.=X,— ¥ b(ih, Xa)h ot b(ih, Xi) = EXrvn — Xin| Xin)

ih<t
= [ &= Xomm (@)
Y, est une F;, martingale on a alors:
E(Y,— Yo" |Fr)=E((Yy— Yo)’|F)"?  grace a l'inégalité de Jansen
=M (6 -1

gréce 2 la propriété de martingale de Y; et [ (y — X minx,, (dy) = Ma.
En utilisant de plus le fait que:

sup b ik, Xi)| =M,

on obtient:
(1.12) E( Xy~ Xo|"|Fp) = Mo(th — "> + |ty — ") = M|ty — |
D’autre part:
AV I AN
E(xe—xx-x=(22) (55) BIXe- X

h h
(1.13)

" ' ha
=t —t)*(t—t)’F;
En combinant les majorations du type (1.11), (1.12), (1.13), on obtient:

EIthz—thlet _thl'y =Myt — tlllnf(z”""‘).

= Itu _ tIIInf(2'Y,Dt).

Dans le cas ol £/ < ¢’ <" <t} n’est pas vérifié, on a a faire des majorations du type
(1.11), (1.12), (1.13) pour obtenir le résultat.
LEMME 4 (Stroock-Varadhan [22]). Soit

eeCy? (0, T],R™).

Notons:

AL %, y) = o(t+h, ) — 0t x)—h%% (t, %)
—(y —x)Do(t, x)—"(y —x)D?¢(t, x)(y ~x)
B, )= [ 1856 %, y)lmes ()

. 27 ,C.p,ax,
pour  section borélienne de I1™* 8
Alors

tim  sup  Ep{% Al (ih Xu(w))} =0.
n->o0 Pe?(n,K,C) i
Démonstration. La famille (N, K, C) étant étroitement relativement compacte,
Ve>0 3IM sup P{ sup |X(#)] zM} =)
Pe?(N,K,C) 0=t=T

VoeCLl? 3K (e); |ALE x, =K (x—y[*+h),
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et donc
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Al (8, x)=Mh.

Il reste @ montrer que:

sup Al (t, x)=o(h).

7 section borélienne de
Hn.C,p.a.B

Le théoréme de Taylor donne:

donc:

|ALE x, Y =0(h)+o(x—y])* uniformément pour x|x|=M, c.a.d.:

Ve>036(, ¢): h=8lx—y|=6>|A% %, y)| s eh +elx—y)

Aga(t, x) =J

ly—xi= =

ARG, x, y) e (dy) +[I _ 18k yimec(ay)
8 y—x|=8

éeJ ]y~x|27r,,x(dy)+W J' ly — x|P,.(dy) +o(h)

ly—x|=8
(3

=eM,h +p5272+0(h)

d’ol le lemme. 0O

1.2.3. Un théoréme abstrait.
Proposition 1. Soit sur §) un espace polonais

(i)
(i)

une suite de mesures de probabilité {Q,} convergeant étroitement vers Q,
une suite {C,} de multiapplication de Q0> R", s.c.s., a valeur convexe dans un

_ compact fixe, convergeant ponctuellement en décroissant, pour la distance de

(1ii)
Alors:

(a)

(b)

()

Hausdorff, vers une multiapplication s.c.s. C,
une suite {f,} de variables aléatoires a valeur dans {C,};

la suite de mesure {f,Q,} est étroitement relativement compacte,

il existe une sous-suite extraite de {f,Q,} convergeant étroitement vers une
mesure bornée, notée Qy, absolument continue par rapport a Q;

si ’on note f = dQy/dQ la classe des densités de Q; par rapport ¢ Q, il existe un
représentant borélien de f, appartenant a C.

Remarque. On a évidemment une proposition analogue en remplagant mesure de
probabilité par mesure positive bornée.

On a un théoréme analogue lorsque C, - C sans décroitre a condition que I’on ait
sup,, d(C,(w), D,(w))—>0 avec D,|C.

LeMME 5. La suite {f.Q.} définie par (i), (ii) et (iii) est étroitement relativement
compacte. ‘

Démonstration. f, est uniformément borné, notons M, cette borne.

Q, est étroitement relativement compacte, Ve il existe donc [3] un compact K..

et donc

d’otl le lemme. [

&

Qu(CK) =

|£,Q.[(CK.) =|f.|Q.(CK.)=¢



|
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LEMME 6. De la suite {f,Q,} définie par (1), (ii) et (iii) il existe une sous-suite
convergeant vers une mesure bornée notée Qy absolument continue par rapport a Q.

Démonstration. Le lemme 1 montre qu’il existe une sous-suite {f,-Q,} con-
vergeant vers une mesure notée Qy. :

sup |fo|=M donc: —MQ, =f,Qu=MQ,,
et donc la suite de mesure (M — f,,)Q, est positive, et converge donc, vers MQ — Q= 0;
de méme
Q;—MQ =0.
On obtient donc:
~MQ=Q;=MQ doi le résultat. 0

LeMME 7. Soit sur Q) un espace métrisable séparable, une famille de mesure de
probabilité Q, convergeant étroitement vers Q et une famille 'V, de variable aléatoire s.c.s.
bornée décroissante convergeant ponctuellement vers V alors:

lim sup J ¥, d ,,éJ' ¥ dQ.
Démonstration.
J T, dQ, éj VYndQ, sinz=N

grice 2 la décroissance de ¥,

¥, étant s.c.s. le th. 5.5 De Lacherie-Meyer [7] entraine:

lim sup J' \I,N dQn §J‘ q’N do

et donc
lim sup j V¥, dQ, =lim sup J VndQ, éj ¥NdQ VN.
¥y étant décroissante en N et convergeant vers ¥, on a (Neveu [17])
li;]n j YndQ = J‘ lig YndQ = J’ ¥ dQ

d’ou le résultat. [ ,
Démonstration de la proposition: Le (a) résulte du lemme 1; le (b) résulte du lemme
2. Montrons le(c). f, € C, et donc Vo e CH(Q, R™)

Max f-¢(w)Zf. - ¢lw) Vo
feCulw)

Q, étant positive,
Jmaxf- qon,,éJ’f,, - ¢ dQ,
feC,
Iapplication:

w-> Max f-¢(w) ests.c.s.
feCh(w) '

car C, est une multiapplication s.c.s. et ¢ est continue, notons ¥, cette fonction.
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C, étant décroissante en n, il en est de méme de ¥, d(C,(w), C(w))>0
>V, (0)->V(w).
Lelemme 6 =
limsupIMaxf- ¢dQn§jMaxf- ¢ dQ
feC

n feC,
comme,

Max f - ¢dQ=Mafo- ¢edQ

feC feC
il vient:

limJ’fn . qon,,éMaxjf- ¢dQ Vn
n - feC
et donc si I'on désigne par f = dQ;/dQ on obtient
[F-odo=max [1-pa0 ve ci@ R,
feC

ce qui peut se réécrire

©eCP

0= sup {(¢, Qp)— sup (¢, Q.)},
Q.eCQ
avec:

(-, ) désigne la dualité séparante [5 p. 59].
M°@Qx[0,T),  C*(@Qx[0, T,

CQ désigne le convexe des mesures de .#” absolument continues par rapport a Q de
densité ¢ ayant un représentante C. ‘

' Le théoréme 6.3.7 [15] permet alors d’affirmer que dés que CQ est fermé (CQ
fermé résulte du lemme 7'):

sup {(e, Q) — Sugo (@, Q)} = xco(Qy).

¢eCyp Q.
et donc

0=2xco(Qf) = QeCQ Qp.p. = laproposition. O

LEMME 7'. CQ est un ensemble convexe fermé dans M} (Q)

Démonstration. Convexe est évident.

Fermé: Soit {f,Q} une suitee CQ. f, reste dans un borné de L*(Q, Q) donc
converge faiblement o(L*, L") vers f, donc il existe un compromis convexe ), anfy
convergeant Q p.p. or Y, a,fn(w) € C(w)=> f(w) € C(w) puisque C{w) est fermé c.q.f.d.

1.2.4. Le théoréeme d’existence.
THEOREME 1.

PKC)> N U PnKCp,apB)

N n=N

(1.14)

Jp:N U P, K, Cp,2,3)#.

N nz=N

Démonstration. (a) p: N U P, K, C,p,2,3)# : En effet, P(n, K, C, p,

N n=N
2,3)# J (prendre par example des accroissements gaussiens.).
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Donc3{P,}P, € P(n, K, C, p, 2, 3), la suite est étroitement relativement compacte.
Il existe donc une sousesuite P,>Pe Ny UpanP(, K, C,p,2,3) et donc Ny
Un=nP(n,K,C,p,2,3)# .

bB)P(K, C)> Ny UnanP(n, K, C, p, e, B): Soit Pe Nx Unan P, K, C, p, @, B).
3 une suite {P,,}P,, € P(n;, K, C, p, a, 8), P,, —> P. Montrons que Pe #(K, C).

i—»>oc0

En effet, considérons la suite d’espace mesuré {Q2 X [0, T], FQ ®R; Q..} avec

(1.15) Qu =Py (d)OL S 8,0(dt).

Bi j=0
| Q,, converge étroitement vers P(dw)®dt.
(1.16)  P,eP(m, K, Cp,a,B) Har"Hy"}:{y, € KHn" eI
tels que P, = Py

npYn;*

(b1) Montrons alors y € K, P(xo=y) = 1. K étant compact il existe {n}}: y,;—>y €
K. Soit o € C3 (R™)

(1.17) E" "o (xo) — Efp(xo) carw - ¢ ° xo(w) est continue bornée
or
(1.18) E"ig (x0) =@ (y) —= ¢ (y).

(1.17) et (1.18) entraine alors le résultat
(b2) Montrons qu’il existe f(s, w) prévisible vérifiant

(1.19) F(s, w)e C(s, w)
(1.20) o (X3) —I Li(s, ) ds est une (P, F,) martingale.
0

n. —_ n. .l .
P% =Pz y,.; il exist donc

Cn (5, X) € C(s, X)) avec cu (5, X) = (b, (5, X), an (s, X))

[ (v =mrmtiatay) = by, 65, 0,

I (y=x)®(y —x)wgic(dy) = an,(s, x)h.

Considérons alors la suite de mesure

cn (s, Xs(@)) dQ,,
Grice 4 la proposition 1 3{n}
(1.21) Cni(8, Xs(w)) dQy; > ¢ (s, w) dQ
avec
c(s, w)e C(s, X;(w)).

Notons é(s, w) la projection sur la tribu des prévisibles de c(s, w). L’inégalité de
Jensen montre que: é(s, w)e C(s, Xs(w)).‘
Montrons que P vérifie (1.20) pour f(s, w) = é(s, w).



212 JEAN PIERRE QUADRAT

Notons pour ¢ € C;* ([0, T]XR™)

u

Ziw o) = [ 8L suia) [ e+ 1m = ol Xk, (ay)

® continue F,, mesurable
k.h -t
Lh->u,

0=E"{[@(koh, Xip) — @ Unh, Xip) — Z (Iuh, koh, )]}

k,h n—1
= B[ ok, Xi) ~ 0, Xi) ‘J, , Lag(s0h T (o) o]
. " =

K,k

n—1
+E{U Lee(s, )h 3 8n(s)~Z 5 (b, k,,h,w)] @}.
. L.k i=o

Grice au lemme 4, on a

lim sup E

n—»>00 P,

k.h n—1

U Loo(s, o) S 8n(s)—Z Uk, ko, a))] ® ] 0.
[ j=0

Gréice a la définition de é, k,h > ¢, l,h— u on a:

k,h n—1
tim B" 0] o, Xo) =0 uh X~ [ " Logp(s, )b 'S, 845)]}
. n i=

n—->oo

= EP{ q)[qo(t, X)) —o(u, X.)— J: Lso(s, toi ds” =0 c.q.f.d.

1.2.5. Existence d’une solution faible a ’équation de Fokker—Planck. Soit C la
multiapplication défini en 1.1 on dira que w, est solution faible de I’équation de Fokker
Planck s’il existe C(s, x) section borélienne de C (s, x):

(1) weMi(R™);

(2) Mo = 6Zo;

(3) Vo Cy*(R™) ona

[ o vur@ e, 50~ [ [ Lop(s 2 as =0.

On notera w (K, C) I'ensemble des solutions faibles de I’équation de Fokker—
Planck.
THEOREME 2.

w(K, C)#0.

Démonstration. Pe P (K, C) correspond w, par I'application w = X;(»): u, vérifie
(3); en effet, il suffit de prendre ¢ (s, x) = projection de & (s, @) défini en (1.21) sur la tribu
du présent {o(X;)} on a alors
T

0 = o (T, Xr) - 0(0, Xo) - jo Leo(s,0) ds)

= [ o X0ur(@n =00 X0 [ | Lapts e ds
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1.3. Propriétés de 2 (K, C).

THEOREME 3. P(y, C) est un compact convexe non vide de M1 (Q).

On va démontrer ce théoréme grice a trois lemmes.

LeEMME 8. P (K, C) est étroitement relativement compact.

Démonstration. On utilise le critére suivant P, Billingsley th. 12.3 [3]. Il existe une
fonction continue non décroissantz F et deux nombres veta, y=0, a>1, tels que

Ep|X(1)-X(s)|"=|F(t)-F(s)]* VPeP(K,C).

On I'applique avec y =3, a =3, F(t) =¢.

Soit en effet Pe P(K, C), Ac(s, w) = (b(s, »), a(s, w)) € C(s, X;(w)) prévisible tel
que: M, = X (¢)—f5 b(s, w) ds soit une martingale de processus croissant [} a(s, ) ds et
donc 36(M,,):

E°IX(t)-X(s)P=8(t—s]*+ E[M, - M,).

En utilisant la proposition 19 de [18] on a:

t 3/2 )
EIM,—Msl3§E< J a(u, w) du) =M,|t—s|*> c.q.f.d.

LEMME 9. P (K, C) est fermé.

Démonstration. Soit P" une suite de mesures de probabilité appartenant a
P (K, C) convergeant vers P dans ./ () montrons que Pec ?(K, C).

On considere la suite de mesures Q, = P" ®dt sur (%[0, T], BRF) elle est
étroitement convergente vers Q = PQdt.

P,eP(K, C) il existe donc c,(s, w)e C(s, X,(w)) prévisibles telles que Vo e
C32(0, T xR™). VDF, mesurable continue

B o %)~ p(u, 5 - L'Lcm(s, w) ds|@} =0

de la suite ¢,Q, on peut extraire une sous-suite ¢, Q, convergeant vers cQ, d’apres la
proposition 1, la projection prévisible ¢ vérifie

E"{[o( X~ X.)- J:Lefp(s, w) ds|@) =0,

é(s, w)e C(s, X5 (w)). c.q.f.d.

LemMME 10. P(y, C) est convexe.
Démonstration. Soit P; et P P(y, C). Il existe alors ¢1(s, w) et ca(s, w) € C(s, w)
prévisibles tels que Vo € C;% ([0, T]XR™) .

(1.22) ot X)—e(u, X,) —I L., ¢(s,w)ds estune (Py, F,) martingale,

(1.23) ot X)—e(u, X,) —J‘ L,o(s, w)ds estune (P,, F,) martingale;

alors notons:

c (s )ﬂ)\cl(s,w) dP1+(1—A)C2(S, C())dpz
M @)= AdPi+(1-\) dP, ’

¢\ (s, w) la projection prévisible de ¢, (s, w)
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alors:

(1.24) o, X)) —o(u, X,)—~ I tLégp(s, w)ds estune AP+ (1—A)Ps, F,).
En effet, soit ® continue F,, mesurable on a:

Bvrvaacon| [0 X0 -0 X0~ [ Loots, o) as]o)
= Enreann| [0 X)X~ [ Lup(s, ) ds]o)
=AEp{[ 06 X~ X.)- j Leo(s, ) ds ]

t
+1-0En|[ 06 X0~ o X~ [ Lag(s, ) ds|@} =0.
Montrons que ¢, (s, w) € C(s, X;(w)). Notons
1 1
Q1=?P1®dt, Qz=?P2®dt;

Vfe CH(Qx[0, T, R™xR™™)
BN L o AE%¢ - o +(1-A)E%c; -

<AE% Maxc.p+(1-A)E%Maxc. ¢
ceC ceC

=E*t 00 VMay ¢ o =Max E*T V% o,
ceC ceC

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 1, on en déduit:
als,w)eCls, Xs(w)  AQi+(1-1)Qz p.p.
L’inégalité de Jensen montre alors que

(s, w)e C(s, Xs(w))

d’ou le lemme. (1
Soit P € 2(y, C) donnons quelques propriétés de la loi de probabilité du vecteur:

: T
(Xos Xns Xabs * * * s Xtn—1)hs Xun) avec h =

A
Cette loi de probabilité peut s’écrire: '

8y (de)'n'cho (dxl)ﬂi(),xl (dx2)77i0,x1,x2 (dJC3)' ' '”:O,xl, e Xp1 (dxn)-

LEMME 11. Il existe une constante §(M,, My, T') telle que:
sup J T xnnn (@Y)]y — x> = 6172,

Démonstration. La méme que celle du lemme 8, utilisant le fait que E Xo Xin(p) =
EXoXuEFin(p) avec ¢ variable aléatoire sur Q.
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Notons

C.(t, x)=€ U C(s,z) ou%, désigne I'opération de fermeture convexe,
t=s=t+h . .
|x—z|=e ’

K*(t,w)={w: sup |X.(0)—X(w)=¢},

t=s=t+h
Teo =inf {s Z 1| X, — x| > ¢},

ot =15, A(t+h)

a: Q>0 , i
( ) ( ) {(()(S),' S§ch:t’
alw-> alw aw(s)=
’ w(rsh), sé*rfgf’.
LEMME 12.

(J 6=07@n, [ -0 ay) elCunts, )b+ Vo1 G

avec . ‘ .
t=(-1h, B=kh/e?

ou k est une constante ne dépendant que de C; Vo(8) désigne un voisinage de 0 de
diamétre 8 dans R™ x R\™>m+D/2 ‘

_ Si I'on note F la tribu engendrée par (Xo, X, - - -, Xy-1)h) f(y—x)ﬂi(dy)=
E"E™[[2 b(s, aw) ds + [ (b(s, ) — b (s, aw)) ds].

_ Lutilisation de la formule d’Ito et la définition de ' montre: f(y —x)®27ri(dy) =
E'E™ (2 a(s, aw) ds+[* (a(s, w)— a(s, aw)) ds + [ (X, — X,)®b(s, ) ds

avec: v ,
CK., I'’ensemble complémentaire de K,
aw construit a partir du temps d’arrét 75
t1=(—1)h, t=ih,
or ' :

t fH
- (J b(s,aw)ds,J a(s,aw)ds)eCh,e(t,x)h,

1 1

EFu J b(s, ) —b(s, aw)|ds = hM,PF (CK.),

1 H=Es=tp

B [ I~ X)®b(s, 0)lds SIME™ sup |X,~X,,
, ,

123 .
EF"J la(s, w)—a(s, aw)| ds = hM,P (CK.).
t

Il reste & montrer que 3k:

Pﬁ(CKa)ggg

Eﬁ Sup le —X1, §@

2
NES=t & :
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or
Jk, et ki

P(CK.)=sup P{w: sup | X,—Xi|= s}
t

t=s=t+h

=

E sup |X,—-X[?

1
)

£ t=s=t+h
k

2
& &€

IA

le deuxieme terme étant obtenu en utilisant le théoréme de Doob E{sups=. M =
EM? si M, est une martingale de carré intégrable.
De méme,

Ef sup |X,— X, [P=kih>+kah
H=Es=tp
d’ou le lemme. 0O

2. Contrdle optimal de probléemes de martingale.
2.1. Définition du probléme. Soit ®: R™ - R s.c.i., bornée, une fonction coiit.
On se pose le probléeme de contrdle stochastique suivant:

(2.1) Min E* CI)(XT)

PeP(y, C)

2.2. Existence d’une solution.
THEOREME 4. Le probléme de contréle (2.1) admet une solutton
Démonstration. L’application

Q->R"™ est continue
o Xr(w)
@ étant s.c.i.
doXr: Q>R estdoncs.c.i.
L’application
M (Q)>R
P E'®oXr

est donc s.c.i. grice au théoréme 5.5 [7].

Grace au théoréme 3, on sait que ?(y, C) est un compact, convexe, non vide de
A2 (Q). On obtient donc le théoréme.

Remarque. Soit r(w) le temps de sortie d’un ouvert, alors ’application:

o ~>7(w) ests.c.i.
Considérons le probléme de contréle stochastique

Min EfX,.(r(w), »);

Pe®P(y, C)

les problémes de contréle avec cofit seulement intégral peuvent toujours s’écrire de
cette fagon, de plus, dans ce dernier cas si P'intégrande est positif. # > X,,.(7, w) est P p.s.
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croissante VP € P(y, C) et I'application

w->E"X,(r(w), w) sera alors s.c.i.

On aura encore existence du contréle optimal dans ce cas.

Pour des problémes arrétés plus généraux, cofits sur I’état final il faudra pour
pouvoir étre assuré de I'existence, montrer que le temps de sortie de I'ouvert et du
fermé sont P p.s. les mémes VP e P(y, C). Ce qui est vrai au moins dans le cas non
dégénéré [22], et dans certains cas dégénérés également [22].

2.3. Caractérisation d’un contréle optimal (discrétisation en temps).
2.3.1. Définition d’un probleme de controle optimal approché. On considére la
multiapplication

(5, x)> Gy (s, x) avec Ch,s(s,x)=<éo{ U C‘(t,y)}-
e=t=s+h
ly—x|=e

LEMME 14. Cy.(s, x) est une multiapplication s.c.s. convergeant (au sens de la
distance de Hausdorff) ponctuellement en décroissant vers la multiapplication C (s, x)
lorsque h |0 € 0.

Démonstration. C, (s, x) est s.c.s. Il suffit de montrer que Gy (s, x) est de graphe
fermé c.a.d. soit

(Sns Xny Cn) —=> (5, X, €)  Cn € Cho(Sn, %)
n—-»00

Montrons que ¢ € G, . (s, x)

©Cn € Chols xn) = il existe: .

+1
s i=1,---,ﬂ(-—'"2—)+m+1;

/\n.l’, )\n i 20, Z /\n,i = 1’;

3

(2.2) ~ Snis O0=s,;i—s.=h;;

Xn,is I-xn.i _xnl = g,

dn,i € C(sn,i, xn,i); Cn = ZAn,i dn,i~

(Sn,i> Xn,i> Ani» dn,;) appartenant & un compact, il existe une sous-suite:

Spti — > S}, 0§S5—S§h,
nn'->oco
i ——>%  |ui—x|=e,
n'->o00
(2.3)
Anti ——— A A0, YA=1,
n'-o0o
dp;——>d;.  d;eCl(s;, x;) car C est s.c.s.
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et donc

Saded| U oty

ly—xl=e
0=t—s=h
d ’ou le résultat.
2.4) lim d(Cj. (s, x), C(s, x))=0.
hi0

el0
En effet, C,, . (s, x) étant compact

ﬂ Che(s, x) ={c|Icn € Ch e, (5, X), cn—>¢, hn0, £, 0}

n—>00

< {CIB(S,,,,', xn,i’ /\n,b dn,i)

S _‘_)suxnt__9-7Cxa;‘rlz_>A ZAnx_l Antzo

dpi € CSnis Xnyi)s Cn = Z )\‘n,idn,s}
c {clc e C(s, x)}. carc,—~>c =y A,

)\'—-hm/\n i i —> diy A; =0, Z/\,—l

n’'-»>oo

d; € C(s, x) car C est de graphe fermé, et ¢ € C(s, x) car C est a valeur convexe, et donc

(2.5) ﬂ Che(s, x)=C(s, x)

I’inclusion dans I’autre sens étant évidente.
Supposons que (2.4) soit fausse, la décroissance de Che lorsque A0 et /0>
3hm Eny Ynech (S, JC), d(ym C(S, x))>3a

y. € Compact, In', y, >y et d(y, C(s, x))=e
or
ye N Ch,e, (s, x)=C(s, x)
A, en

d’ou la contradiction. [

Considérons la multiapplication C, =[Ci/na/ny + ¥*(0, kn*?/n)]JN G avec 0<
v<3 k défini au lemme 12. On a C,(s, x)C(s, x) pour la topologie de Haus-
dorff grace au lemme 14. Considérons la multiapplication

IT": (s, x) > T1E55%/** (que nous noterons []")

avec 8 défini au lemme 11.

3 97%(0, p) désigne la boule fermé de centre 0 et de rayon p dans R™ ™D/ R™.
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C, étants.c.s. IT" est s.c.s. (proposition 0). Considérons le probléme de Program-
mation dynamique
Vou(T, x)=®(x) avec®(T,-)s.c.i.,

Va((n=Dhx)=  min fvn(T,y)wwy),
‘ aell®((n—1)h,x) .

(2.6)
V.(ih,x)= min J (Vo .(i + )k, y)mw(dy),

weH"(ih,x)

V,.(0,x)= min fV,,(h,y)qr(dy).

well™(0,x)

THEOREME 5. Le probléme (2.6) admet une solution de plus V (ih, x) ests.c.i. Vi.
Démonstration. On le démontre par récurrence. L’application:

7 [ V(T y)m(ay)

ests.c.i. car @ est s.c.i. II"((n —1)A, x) est & valeur compacte car elle est s.c.s.

Et donc min et (n-nnn § Va(T, y)m(dy) existe et V(T —h, x) est s.c.i. grice au
théoréme du maximum [2].

Il existe 7*(ih, x), borélienne en x, réalisant le minimum. A #* associons P« par
la méthode exposée en § 1.2.2. {P7«} est étroitement relativement compacte grice au
lemme 3, car les C, sont décroissants, et C; vérifie les hypothéses du lemme 3.

Par la méthode exposée dans le théoréme d’existence, en remplagant partout C
par C,, on obtient que toute sous-suite convergente de_Pﬁ'* 5> PeP(y, C)

THEOREME 6. (Caractérisation d’un contrdle optimal). Si {Po+} désigne la suite
de mesure sur ) définie, par interpolation linéaire, sur la chaine de Markov, solution du
probléme de contréle discrétisé, de probabilité de transition =*; {P.x} est étroitement
relativement compacte, et toute sous-suite convergente converge vers un élément de
P*e P(y, C) solution du probléme de contréle optimal (2.1).

Démonstration. On a démontré ’admissibilité de P* démontrons son optimalité.
Pour cela, supposons que P [resp V] désigne un contrdle optimal [resp le cofit optimal]
du probléme (2.1) et considérons la loi du vecteur (X0, Xu, Xob, . . ., Xun). Elle peut
s’écrire:

sy(de)Wgo (dxl)'ﬂ:lco,xl (dx;) e W:‘;;lm,x,._l (dxn)

Grice au lemmes 11, 12 et la définition de C,, on vérifie que wio,...xi eIl"(ih, x;) et
donc
Va0, x0)=V Vn
or, :
Vu(0, x0) = Epn. ®(Xr), ® étant s.c.i.

V 2 lim inf V, 2 Ep®(X7) c.q.f.d.
n->00
2.4. Caractérisation d’un contréle optimal (discrétisation en temps et en espace).
2.4.1. Définition d’un probléme de contrédle optimal de chaine de Markov a état
discret. Soit la multiapplication C}, .« (s, x) dont le graphe est défini par:

{(s,x,c)|ce ‘w”o{ U C(s,y), x €[ik, (i + 1)k]}.
' _e+iki¥§§s(r;;l)k+e .

Ch.ex est donc une multiapplication s.c.s., constante par morceaux en x, 3 valeur
convexe.
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Remarque.
Ch,s,(] (S, x) = (éO{Ch,E (S, x)}'

LEMME 15. G0 (s, x) est une multiapplication s.c.s. a valeur convexe convergeant
ponctuellement, en décroissant, au sens de la distance de Hausdorff, vers la multiap-
plication C(s, x) lorsque h, &, k tendent vers O en décroissant.

Démonstration.

(2'7) lim d(Ch,e,k (s, x)’ C(S, x)) =0.
elo |
kl0

En effet, Cu .« (s, x) étant compact:

N Chex(s, x) C{CIB(cn, Sns Xn)Sn > 8, X > X, Cn > C
h,e,k . '

Cn € ‘60{ U C(, y)}, A,y Eny k,.lO};

Sp=t=s,+h,
xn—2kp—enSy=x,+2k,tepn

c.a.d.
Cn =Z dn,i)\n,i, ’An,i 20’ z An.,i = 1’ dn,i € C(tn,i, yn,i)’ i= 1, R ¢ () +m(m + 1)/2+ 1,

% = Yot = 2kn + 0 + 1% —x1, s = tuil = Ao +1s0 — s,

et donc, grice a las.c.s. de C(s, x)

d,i—> di€ C(s, x)

n—>00

Ai— A 420,  YA=1
n—->9o0
Ch>C= Z AiCi
et en utilisant la convexité de C, c € C(s, x); et donc
- e
(2.8) N Chex(s, x)=C(s, x).
h.e,k

Supposons que (2.7) soit fausse, en utilisant la décroissance de Ci .k (h, €, k)0 on

A, £ kL0,  Yu € Chivenin (5, x) €t d(yn Cls, x))>e.

¥y, € compact, 3 une sous-suite convergeant vers y et donc

d(Ya C(S, x)) =g or y € n Ch,e,k(s> X) = n Ch,e,k(s’ x) = C(S, x)
h,e,k

h,e.k

d’ou la contradiction. O
Notons

k
rey =[%:|k +§.
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On a: .
LeEMME 16. AM(p, k) et p1(p, k)
2.9) [ &=ty - [ () =) (@y)| =k,
(2.10) IERR [n ()= (P (dy) | = M,
(2.11) J Ine(y) = ne()Pr(dy) = pilp, k), Ymedi(R™): J m(dy)(y —x)>=p.

Démonstration. (2.9) est évident. (2.10) résulte de
Iy =)~ (rely) = re(x))®? |
SMi|(y = x) = (e (y) = re oDy — %) + 1 () = e (x))
=Mk J Q2ly — x|+ k)m(dy).
L’inégalité de Holder donne alors (2.10).
(2.11) résulte de |r(y)—r(x)| =y — x| + k.

Considérons les multiapplications:

; M2
o= umamr 4

Mn*

+M/(’%0)H NG, 0<y<z €>9

M constante suffisamment grande. 4‘\94

On a C, est une multiapplication s.c.s., constante par morceaux en x, convergeant
ponctuellement pour la topologie de HausdorfF grice au lemme 15.

Considérons la multiapplication (s, x) - [1"“**2304P? que nous dénoterons
" avec

1ot =L et (R™), ([ 1) = ey, [ 1) =P m(ay)) e C s, x0h

C.= [Cl/n,(1/n)*f,(1/4§+ 7/(

n

[ )=o)ty s phe).

nC ,83/2,3 l—In,C ,8.3/2,3,(1/n)0
T e H / (S, x) ‘: T E / a/ (S’ )t)

Soit @, s.ci. constante par  morceaux = P, =régularisée s.ci.
Y Pouxtici+ 1kl Pr @ ponctuellement, &, = Inf D(x) et ey, P s.ci., k=1/A%
Considérons le probléme de programmation dynamique

VT, x) = B, (x),

Va(n-Dhx)=  min jVn<T,y)w(dy),
mell”((n—1)h,x)

(2.12)
V.(h x)= min j (Vali+ b, y)mr(dy),

wel"(ih, x)

Vo0, 0= min [ Vulh, y)m(dy).

well™(0, x)
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THEOREME 7. Le probléme (2.12) admet une solution, de plus, V(ih, x) est s.c.i.
constante par morceaux. : :

Démonstration. On le démontre par récurrence. L’application: 7 -
| V(T y)m(dy) est s.c.i. car ®, ests.c.i.

I1"((n — 1)k, x) est a valeur compacte car elle ests.c.s. (démonstration analogue ala
s.c.s. de IT") et donc Min et x ) Val(T, y)ar(dy) existe et V(T —h, x) est s.c.i.
grice au théoréme du maximum [2]. V(T — h, x) est constante par morceaux car x —
M (T—h, x) est. O

Il existe donc 7% (ih, x), borélienne en x, constante par morceaux réalisant le
minimum.

A#¥ associons Ph: par la méthode exposée en 1.2.2.

{P7%x} est étroitement relativement compacte grice aux lemmes 3 et 16.

Par la méthode exposée dans le théoréme d’existence, en remplagant C par
C, on obtient que toute sous-suite convergente de P",-,'; >PeP(k,C) grace au
lemme 16.

THEOREME 8. (Caractérisation d’un contrdle optimal, discrétisation en temps et
en espace). Si {Ps,} désigne la suite de mesure sur ) définie par interpolation linéaire,
surla chaine de markov, solution du probléme discrétisé (2.12) de probabilité de transition
7% {Ptx) est étroitement relativement compacte et tout point adhérent est solution du
probléme de contréle optimal (2.1).

Démonstration. On a démontré 'admissibilité de P*, démontrons son optimalité;
pour cela, il suffit de remarquer que: si P désigne un contrdle optimal, V le cot optimal
du probléme 2.1, la loi du vecteur; (Xo, Xn, Xop * = * , X.n) peut s’écrire ﬂgo(dxl)x
wio,xl (dxa)«+ mha L sy (dx,)8,(dxo) et grice aulemmes 11 et12,ala définition de C,
et au lemme 14, que

77’;0,..,,". (S ﬁn (ih, x)
et donc '
E™% (®,)= V. (0, xo) =E"®, =E*(®)

car ®,=o.
Gréice au lemme 7, on a:

EP"®=lim inf E™®, = EF¥ (D) c.q.f.d.

Sur la résolution numérique du probléme (2.12). Nous avons vu que le " (dy) est
constant par morceaux ainsi que V" :

Notons alors PT;"»I =P (xinm € Ajlxi € A)) ou, P’z désigne la loi de probabilité
construite sur_R(”“)X"‘ a partir de #F comme en (1.8), 4; =[/2", (j+1)/2"] +j/200,

Notons V%, ; le cofit optimal sur le jéme morceau a I'instant ik (2.12) se réecrit:

Fal
Vi = D,

(2.13) Vi =Min YoVl (Soli -0 S =) € Gl
1 7 ]

Dy
(Z ol i =i =ph*")
; !
V. =Mi 1
n,j = M Z,:pi'Vn,i'-
b J

Le résultat de ’optimisation sera p:j
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Chaque étape de la récurrence de (2.13) est un probléme de programmation
mathématique dans R minimisation d’une forme linéaire sous des contraintes con-
vexes, q = Card {j}.

3. Quelques resultats particuliers. Soit {C,} une suite de multiapplication s.c.s. a

valeur convexe dans un compact fixe C, | C ponctuellement; (s, x)-> H" Copeb (g x)

n Ao

une multiapplication & valeur dans .} (R™) vérifiant

Vre1"of(s x) => (J‘ (y —x)m(dy), j (y —x)%m(dy )) € C,(s, x)h,
(3.1)

J|y—XIBW(dy)§ph“;

Ve e C(s, x)3m e [ImPh(s, x)(j (y —x)mr(dy), f (y —x)®27r(dy)) € ch,
3.2)

ly —x|Pm(dy) < ph®, B>2, a>1.

On suppose de plus que TP est s.c.s.

Remarque. Ici, 1% ne représente plus toutes les lois de probablhtes ayant le
couple (dérive, diffusion) dans C,, mais seulement une famille de probabilités donnant
tous les ¢ € C, possibles. Pratiquement, il peut étre intéressant de se limiter a une telle
famille. Par exemple, on fixe le support de la probabilité de transition (chaine de
markov particuliére a état discret).

On construit un probléme approché (2.6) en remplagant H par [1™S**# Ce
probleme admet alors une solution optimale que 1’on notera 1rs e

Sil’on note P, laloi de probabilité définie sur les fonctions continues par 7 "onala
proposition suivante:

PROPOSITION 2. Si P désigne un point adhérent a la suite {P,}, ® une fonction
continue

Ef®o(Xp)= Inf  Sup @(Xy).

P'e@(K' ch
K’
' CC

Démonstration. 3 une sous-suite encore, notée n:

P,—— Pc?P(K C).
n—->co
Soit ¢, € C,, il lui correspond 7, e[1™% et donc P, mesure sur les fonctions
continues, et donc 3 s.s. encore noté n (avec C), = C,, C,,|C"):

P,—— P ePK' C

n—->o0

or, on a E»®(Xr) = EP» ®(X7) et donc, en passant a la limite:

Ef®(X;)= sup EF®(Xy)
PeP(K'C"

d’oli la proposition. [] v
De cette proposition, on déduit un corollaire lorsque le couple (K', C') est tel qu'il
y ait unicité au probléme de martingale.
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CoROLLAIRE. Sous les hypothéses de la proposition 2:

EP®(X)=Inf EF""®(X,)
o
(a,b)e C
xeK

}lipschirz en x continue en t

ou px+? désigne la solution du probléme de martingale au sens classique [22].
Remarque. Un résultat de ce type dans un cadre moins général est démontré dans
[14]. :
Remarque.. Le contre exemple suivant montre que dans le cas ou a dégénére, on ne
peut espérer mieux.
Considérons:

x=g(x), g =2sgn (x)«/m, x(0)=0
Cette équation admet au moins trois solutions:

x =0,
x ==
Supposons que I’on veuille maximiser Efys(X7) sur P(0, (0, g)) avec
x2 six =M,

fu(x)=
M M? sixzM

La solution de ce probléme sera la mesure de Dirac sur la solution x = * or,
H"’(O’g)(s 0)= 30

éfdonc, P" seralamasse de Dirac sur la trajectoire x = 0 qui n’est pas la bonne solution.
Remarque On a tou]ours supposé que C, est a valeur convexe. Notons C, le
convexifié de C,. Alors IT™“" est le convex:ﬁe de I et donc les cofits V, et V,
associés sont les mémes, 37" optimal pour [T appartenant ATI™. Cette remarque
montre que dans le cas ou C n’est pas convexe, on peut trouver une suite ¢, € C optimal
tel que la conclusion de la proposition 2 soit verlﬁee
Un cas particulier important.

C(s, x)=B(s, x)®al(s, x),

B multiapplication s.c.s. a valeur dans R™*", a(s, x) fonction continue > 0.
On considére le probléme N

t
Min EPJ‘ bo(s, x;) ds + ®(Xr)
(bo.P)eP(y,C) o
ou @(y, ¢) désigne I’ensemble couples (fonction borélienne, mesure de probabilités,
solution du probleme de martingale (by, * - *, b,,; a)) tels que (bg, b1, ..., b, )Pa € C,
(bo, * * + , b)) (s, w) prévisible.
THEOREME 9.

T T
Min EPJ bo(s, X;)ds +®(Xr) =Int EF"** J bols, X;) ds+®(Xr).
(b0, P)eP(y,C) 0 b 0 )

section lipschitz en x,
continue en t de B
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Démonstration. On sait [4, th.IV.6]

. .
. Pv.b.a
b i\)/éan(”) E” J' bols, x,) ds +®(X7)
bl’mréliem’le 0

t
. v.b,a
= Min E? J bo(s, w) ds + D(X7T)
b(s,w)e B(s,X(w)) 0
b progressivement
mesurable.

et on sait que les minimums existent. A (by(s, ~x), -+, bu(s, x))> P unique [22] et donc
minimiser par rapport 3 b € B ou a (bo, P) € P(y, C) donne le méme coliit optimal.
Soit donc b*(s, x)€ Argmin E [§ bo(s, X;) ds +®(X7). Ib,} lipschitz en x,
beB

continu en ¢

b, —> b* dans o(L™([0, T]x R™), L*([0, T]XR™))

n->oo

et le th IV.3 de J. M. Bismut [4] montre que

T *.p* g T
E"‘“”""”"--"’J b2(s, X,) ds +B(Xr) — BT ’j b°(s, X;) ds + ®(Xr),
0 0

n->c0

et donc P construit au début du § 3 est optimal dans ce cas particulier.
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