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Résumé :

On étudie Je probiéme de 'estimation des caractéristiques locales (terme de dérive, terme de diffu-
sion, loi des sauts} d’un processus de diffusion avec saut dans R". On étudie d’abord ie cas paramé-
trique, puis on montre la robustesse des estimateurs obtenus en paramétrisant les caractéristiques
focales par des fonctions en escalier, ce qui conduit 3 une estimaticn non paramétrigue.

Abstract :

The problem of estimation of local characteristics of a R - valued jump diffusion process Is stu-
died. The parametric case is first studied, then one shows the robustness of estimators obtained
with a parametrization of the focal characteristics by step functions. This method leads to a non
parametric estimation.



SUR L'ESTIMATION DES CARACTERISTIGUES -LOCALES
D'UN PROCESSUS DE DIFFUSION AVEC SAUTS

F. DELEBECQUE, J.P. QUADRAT

De nombreux phénoménes physiques, &conomiques, biologiques peuvent
2tre modélisés par des processue de diffusion avec sauts. Le premier pro-
bléme, qui se pose alors, est l'estimation des paramétres définissant la
loi du processus. Nous nous posons ici ce probléme pour la classe de pro-—
cessus de diffusions avec sauts. En effet, pour de tels processus, il
existe des thorémes A.V. Skorohod [20], P. Bremaud {21, J. Jacob; J.

Memin [11] donnant la densité de la loi du processus par rapport & une
mesure de référence fixe. Il est alors possible de calculer les estimateurs
du maximum de vraisemblance de paramétres intervenant dans le terme de
dérive et ia loi des sauts. Le terme de diffusion est calculé en étudiant

la variation quadratique de la partie continue du processus.

Nous nous plagons ici dans le cadre markovien non linéaire, observa-
tion compl&te,domaine beaucoup moins étudié que le cas lingaire. Citonms
les travaux de A. Lebreton [13], P. Lipcer, A. Shiriaev (15}, P.D. Feigin [9]
sur 1l'identification de paramétres apparaissant dans des diffusioms sto-
chastiques, utilisant le méme genre de technique. Nous généralisons icli au
processus de diffusion avec sauts la méthode exposée dans F. Delebecque,

J.P. Quadrat [5].

L'originalité de cet exposé &tant peut @tre dans ces méthodes de
démonstration utilisant au maximum la théorie des martingales, et surtout
dans 1l'aspect identification de fonctions au lieu de l'identification de
paramétre. Les fonctions a identifier sont approximées par des fonetions
constantes par morceaux. Un estimateur de cette approximation est alors
calculé. Les propriétés asymptotiques d'estimation et d'approximation
de cet estimateur sont données. Au vu de cet exposé, 11 apparalt que les
trois fonctions dérive, terme de diffusion, loi des sauts, peuvent Etre
estimées en tout point dés que ces fonctions sont continues, possédent une

propriété de périodicité&, et que les processus correspondant, admettent



une mesure invariante ou périodique. Ces résultats généralisent donc par
des méthodes différentes les résultats obtenus dans Banon [1] pour des dif-

fusions en dimension un.

Cette &tude fait largement appel aux techniques utilisées dans les
exposés sur les martingales discretes de J. Neveu [17] , sur 1'aspect martin-
gale des processus ponctuels P. Bremaud [2], sur les diffusions stochasti-

ques et les martingales continues P. Priouret [19].

Des applications & la gestion de réservoirs sont données dans F. Delebecque,
J.P. Quadrat [6], [7], Colleter, F. Delebecque, F. Falgarone, J.P. Quadrat [3],
F. Delebecque [5].

Signalons également un travail de F. BRODEAU et de A. LEBRETON [22] traitant

du méme sujet dont nous avons en connaissance aprés la rédaction de ce travail

Nous suivrons le plan suivant :



PLAN

Introduction

1. RAPPELS
1.1. Mouvement Brownien
1.2, Processus de Poisson
1.3. Semi martingale
1.4. Mesure aléatoire associée aux sauts d'un processus
1.5. Théoréme de représentatibn des martingales
1.6. Une équation différentielle stochastique
1.7. Formule d'Ito, C. Doleans-Dade, P.A. Meyer
1.8. Formule Exponentielle
1,9. Equation différentielle stochastique (solutiomn faiblg)

1.10 Probléme de martingale

2, STATISTIQUE DE DIFFUSION AVEC SAUTS. QUELQUES RESULTATS GENERAUX

2,1, La structure statistique

2.2, Estimation du terme de diffusion

2.3, Identifiabilité du terme de dérive et de sauts
2.4..Estimateurs du maximum de vraisemblance

2.4,i. Continuité p.s. de la densité
2.4.2, Convergence p.s. des estimateurs

3. UNE ESTIMATION PARAMETRIOUE,

3.1, Les estimateurs
3.2. Propriétés des estimateurs

3.2.1, Biais
3.2.2. Optimalité
3.2.3. Convergence

4, ESTIMATION NON PARAMETRIQUE

4,1, Estimation du terme de diffusion
4.2. Estimation du terme de dérive
4.3, Estimation du terme de saut

4.4, Robustesse des estimateurs

4.5, Estimation de la valeur en un point du terme de dérive et de la
loi des sauts

" Conc¢lusion



1. RAPPELS

Dans ce paragraphe on rassemble les résultats sur les diffusions
et les processus ponctuels sur lesquels on se propose de faire des statis-
tiques dans les chapitres suivants. On renveie i P. Priouret [19] pour les
résultats sur les diffusion et 3 P.M. Bremaud [2] pour les processus ponc-

tuels.

1. 'MOUVEMENT BROWNIEN
Sur (Q, F

e B P) Ft famille croissante de sous tribusde F, on

appelle mouvement brownien un processus adapté, 3 accroissements indépen-
dants, partant de 0, tel que wt+h_wt soit une loi gaussienne centrée de
variance h.

1.2. PROCESSUS DE POISSON

Sur (Q, Ft’ F, P), on appellera processus de Poisson un processus

adapté, 3 accroissements indépendants, partant de O, tel que N suit

t+h Nt
une loi de poisson de paramétre h.

1.3. SEMI-MARTINGALE
Sur (@, F

i F, P) un processus Mt sera appelé (P, Ft) martingale si

EFSMt =M )

Sur @R introduisons la tribu des prévisibles § (plus petite tribu rendant
mesurables les processus limitus d gauche).

Si Mt est de carré intégrable, il existe un unique processus croissant
prévisible At tel que M?Z-At solt une martingale.

Un processus Xt sera appelé semi-martingale si :
(1.1) Xt = Xo + Mt + Vt
od

M_ est une martingale

Vt un processus 3 variation bornée

XO une variable aléatoire F0 mesurable.



1.4. MESURE ALEATOIRE ASSOCIEE AUX SAUTS D'UN PROCESSUS

Sur (Q, Ft, F, P) considérons le processus Xt’ c.a.d.l.a.g

-

, - , T - n
(continu A droite limitu i gauche), 3 valeurs dans R,
On introduit la mesure al@atoire associée aux sauts de Xt définie sur

10,=[x U par :
(dtxdu)

6s,X -X
s “g=

p(widtxdu) = 2 1 (w)
s XS¢XS_

n
avec U = R -{0}.
La "projection duale prévisible'" v de u sera l'unique mesure aléatoire

prévisible (J.Jacod [11]):

+co +co
E j [ Y(w,s,u)pwsdsxdu) = E J J Y{w,s,u) vi{widsxdu)
<0 Jy 0y

Vi (w,s,u) FxB mesurable borné ot J désigne la tribu des prévisi-

bles sur QXR+ et B les boréliens de U.

1.5. THEOREME DE REPRESENTATION DE MARTINGALE

Intépgrale stochastique par rapport a une martingale

Sur (1, Ft’ F, P) soit Mt une martingale de carré intégrable de proces—

sus croissant At et f(s,w) un processus prévisible vérifiant

T
E Jofz(s,m)dAs < e

T
On définit 1'intégrale stochastique f f(s,w)dMs en prolongeant 1'isométrie
0

L2(ax[0,T], §,PdA)) — L2(2,P)

f(w,s) = Z filB’(w,s)—+Z £, 0, -M_)
i i i i i
B. = A.x[s.,t.[, A, F_ mesurable.
i i iYL i s,
Alors : t

N = { f(s,m)dMS est une martingale de processus croissant Jﬂfz(s,w)dAS.
0



Exemgle i

On prend Mt = Wt mouvement brownien Wt est une martingale de processus

croissant t alors
t
[Of(s,m)dws est une martingale de processus croissant

t t
Jofz(s,w)ds dés que E Jofz(s,m)ds < +0 Yt

Exemgle 2

Soit Nt un processus de Poisson, alors .

N -t est une martingale de proceésus croilssant t [ f(s,w)(dNS—ds)
0

est une martingale de processus croissant

t t
Jofz(s,m)ds dés que E f f2(s,w)ds < « Vt.
0

Intégrale stochastique par rapport 3 une mesure al&atoire

Sur (9, F., F, P) soit un processus X c.a.d.l.a. g,
p(widtxdu) la mesure aléatoire associée aux sauts de X, de projection duale

prévisible v, Y(w,s,u) un processus TxJB mesurable, alors dans J. Jacod [10]

on définit 1'intégrale stochastique par rapport & u-v :
g que p P

t .
M= f [ V(w,s,u) [u{widsxdu)-v(w;dsxdu)]
t 0 U

est une martingale de processus croissant
t
J J 2 (w,s,u)v(w;dsxdu) d&s que

Wy

t
E J J wz(m,s,u)v(m;dsxdu) < 4+ Yt
0
U

Remargue

Lorsque v(w;dsxdu) = dsxv(w,du) v(w,U) <+ p.s., cette intégrale sto-
chastique est définie comme une intégrale de Stieljes ordinaire. Dans la

suite nous nous placerons toujours dans ce cas la.



Théoréme de représentation des martingales H. Kunita, 5. Watanabe [12]

Sur (R, F,P) soit le processus ponctuel

t
Xt = XO + f f up(widsxdu) de projection duale prévisible
Oy

v(dtxdu) ; un brownien Wt, Ft = G(XS;WS s € t) (la tribu engendrée par

Xs 8§ <t et WS s St) Mt une (P,Ft) martingale de carré intégrable.

I1 existe alors o(s,w) prévisible et h{w,s,u) TxB mesurable tels

t t
M =M + J o(s,w)dWw + I Ih(w,s,u)[u(m;dSXdu) - v{(dsxdu)]
t o 0 8 0 U

t
EJ 0%(s,w)ds < o
0

t
E Jof h2 (w,s,u)v{dsxdu) <+=»  Vt.
U

1.6. UNE EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE
Sur (R, Ft’ F, P) soit ‘
un brownien Wt n dimensionnel, |
v(du) une mesure de probabilité U vérifiant f lu|2v(du) <+,
o(s,x) un champ de matrice (mxn) uniformément elliptique lipschit-
zien,
un processus ponctuel de poisson de mesure ponctuelle u et de pro-
jection duale prévisible dtv (du) (en fait déterministe) 7
Alors il existe un unique processus Xt sur (Q, Ft, F, P) vérifiant

1'équation différentielle stochastique A.V. Skorohod [20], J.P. Lepeltier,
B. Marchal [ 14] '

t t
Xt = Xo + Joc(s,xs)dws + JOJUuu(m;dt;dSXdu)

ce processus est c.a.d. l.a.g P.p.s

Désormais, on prendra pour (Q, F_, F, P) 1l'espace canonique de X,

t,
c'est-a-dire



+
Q= DR R X (W) = w
Ft - g(xsl s<t)
F_=F, boréliens def

+ , : iy
ot DCB.JRn) désigne l'espace des fonctions «c.a.d.l.a.g. muni de la

topologie de SKOROHOD..

.7. FORMULE D'ITO C. DOLEANS-DADE; P.A. MEYER [8]

Sur (Q, Ft’ F, P) soit Xt une semi-martingale a valeurs dans Iﬂl, et ¢

. L n ‘ 2
une fonction numérique sur R de classe C .
X  se décompose de fagon unique :

d

= C+
X Xt Xt

t

C oL . . .
X désigne la partie continue de X

d .. . . . . .
X" désigne la partie purement discontinue {constante entre ces discon~

tinuités et partant de 0).

On a alors la formule suivante :

t n. . t n . . . .
i ic 1 1.] 1c ,]c
$(X.) ¢(x0) + Io 12? $(X__)dX_~ + 5 fc& jZ|D D (XS_)d M ,M. >

+ ) () - e(X )

s<t

<BFC,MJC>>t désigne la composante (i,j) du processus

croissant de la partie continue de la martingale dans la décomposition (1.1).

1.8. FORMULE EXPONENTIELLE
Sur (g, Ft’ F, P)

avec
= D(0,T;R™)

=F

o]

Q
Ft
F
P solution de 1'équation différentielle stochastique

: t tr
= + .
Xt X0 + IOG(S,XS)dWS fojuu p(w;dsxdu)

considérons le processus



~

ou

-0 -

t
t

t
-1 1 -1
Z_ = exp fo(a (é’xs)b(s’xs)ig§:)—:;f fo(a (s,XS)b(s,XS),b(s,XS))ds

t

t
+ JOJU%EEE(XS_’s,u)p(uwgbxdu) - IOIU(ELXS_’s,u)-lﬁs v(du)

b(s,x) désigne une fonction borélienne bornée de RHR" —R"
p(x,s,u) désigne une fonction borélienne bornée de RM& xU —R
dsv(du) désigne la projection duale prévisible de p pour P.

*
a = gg

1'application de la formule d'Ito montre que :

(1.

or

et

(1.

de

et

On

t
_ -1 e _ 1, -1 1, -1 _
2.) z =1+ fﬂzs{(a b,dX) - 5(a 'b,b)ds + 5(a 'b,b)ds
- f (D(XS_,s,u)-l)v(du)ds}-+2 Zs—zs* .
U s<t
Yz -z _= ]} z (oG _,s,%x_ X_)=1)
< 58 sét,Xsiﬁs_ s s’ " g

t
fOfU ZS_(p(Xs_,s,u)—l)u(w;dtxdu)

donc (1.2) se réécrit :

- t - t
3z, <1+ Jozt[a b,o(s,XS)dws) + JOJUZt_(pCXS_,s,u)—l](p—v)(dsxdu)
(1.3) on déduit que :

t t
EZ? < k(l + f Ez%2ds + f J Ez2_dsv(du)]
t o0 S OUS

donc le lemme de GRONWALD montre que -
EZ% <A epokt
en déduit que Zt est une martingale et donc E(Zt) = 1.

1.9. EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE (SOLUTION FAIBLE)

Avec les données du paragraphe précédent on peut définir la mesure Q

vérifiant :
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Montrons que sous Q le processus canonique est solution de 1'@quation

différentielle stochastique

t t
Xt = X5 + fob(s,XS)ds + JOU(S,XS)dWS

t
+ f f up (w,d sxdu)

(1.4) v

ol pu est la mesure ponctuelle associée aux sauts de X de

projection duale prévisible

o (X;,s,u)dsxv(du) et Wt un (Q’Ft) Brownien

pour montrer (1.4.) il suffit de vérifier que

2
(1.5) U

t
- J J (B—I)Q(X_,s,u)cbv(du)
oly s

t t t
Mt(G,B) = expjo(e,dxc—bds) - l-J'O(ae,e)ds + JOJ LogRu{dtxdu)

est une (Q,Ft) martingale Vo, B >0 .
En effet s'il en est ainsi, en dérivant Mt(G,B) par rapport a 0 une
et deux fois au point (0,1) on obtient que

t
X< - f b ds est une (Q,Ft) martingale continue de processus

t

t
croissant f a ds.
0

En dérivant Mt(e,B) par rapport d 8 une fois au point (0,1) on obtient

que ¢
JOJUu(dSXdu) - p(XS,s,u)dsv(du) est une (Q’Ft) martingale.
Le théoréme de représentation de martingale donne alors le résultat.
I1 reste donc a montrer que
Mt(e,B) est une (Q,Ft) martingale ce qui revient i montrer que
Mt(G,B)Zt est une (P,Ft) martingale,
or

(t o - 1 1., ~1.. 1 |
Mt(G,B)Zt = exp Jo(dXS,6+a b) - Efoel [6+a "bl, 6+a b)ds

t tr
+ J J LogBp 1 (ds xdu) - J J (Bp=1)dsv(du)
iy 0

en changeant a_]b par® +a_lb et p par Bp dans §1.8 on obtient le résultat.
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1.10. PROBLEME DE MARTINGALE D.W. STROCK ([21]
' +
Soit 2 = D@®R ,R"), Fo=o(X_ ,s<¢), F, =F, sur (2,F,F) une
mesure de probabilité P sera dite solution du probléme de martingale

(x,b,a,v) si ¥o¢ € Cl’zm+,Rn)

t
¢(t,Xt) - $(0,x) - IQLb,a,v ¢(S,XS_)ds est une (P,Ft) martingale
avec

_ 8¢ 3%y L)
Lo,y 9055 = 50(s,%) + . J_aij(s,m aXijxs<s,x> + g b, (5,%) 5y (s,%)

+ f [¢(s,X+u) = ¢(s,X)] v(s,X;du)
U

Si P est solution du probléme de martingale (x,b,a,v) alors Xt est
solution de 1'8quation différentielle stochastique
' t t t
X =x + J b(s,X )ds + J o(s,X )dW + J J up (dsxdu)
t 0 s 0 s s 0 U
avec p de projection duale prévisible

v(XS_,du)ds

et réciproquement. L'unicité de la solution du probléme de martingale en-

traine 1'unicité em loi de 1'équation différentielle stochastique.
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2. STATISTIQUE DE DIFFUSION AVEC SAUTS. QUELQUES RESULTATS GENERAUX

2.1. LA STRUCTURE STATISTIQUE

Q= DO, TRY X (0) = u

F,o=o(X , s<t)
F =F
o0
©={p solution du probléme de martingale (x,b,a,v) : b €BHC fonc-
S b,a,p

] . . +_n n ]
tion borélienne bornée de RxR —R ; a € A C champ de matrice (n,n)
- . . - . . +_ . n .. .
symétrique uniformément elliptique sur R ¥R 1lipschitz ;
~ . n_+ +
v = pudt avec p € R borélienne de R R xU —+R
~ | . - [ 2. ..
v mesure de probabilité sur U vérifiant ﬁﬁ U(du)<+oo}
La structure statistique sera alors

(2,F ,F,P bEDB, a€EA, p ER)

b,a,p

On se propose alors d'estimer (b,a,p) sur cette structure statistique.

2,2, ESTIMATION DE a

Soit la structure statistique

(Q,Ft,F,P bERB , a€E A, p ER)

b,a,p’
On peut calculer a(t,x) en tout point (t,x) tel que Xt(w) = x de la
maniére suivante :
Soit h > 0, notons ti=t + ih
notons

h, c,_ @
ViwH= 7 X, -x )7
X,t,c t<ti<t+e i+] i

o w, désigne la partie continue de w.

Théoréme 2.1.

c t+e
w ) = J a(s,X )ds
c s

c . h
VX t’g(w ) = lim V (

o Fobat

b

. = e €
Pb,a,p p.s. sur {m.Xt(m) x}] VbEB VYoER




_]3_

Démonstration :

cf. P. PRIOURET [19]

Théoréme 2.2.

v (w) p pP.S. _
a(t,x) = lim X,t, e a,b,p sur Xt.X
>0 =
Vbeh VYp ER
Démonstration
t+e
Vx,t,s(wc) B Jt a(s,XS)ds
or
sup la(s,X y-a(t,x)| < k[e + sup lXS—x|]
t<g<t+e 8 t<s<t+e
donc
- < -
‘Vx,t,s(wc) a(tx) } k[s + sup lXS X\}

t<s<t+g
€

d'oli le résultat en utilisant la continuité & droite des trajectoires.
Dans toute la suite on aura besoin de a(t,x) seulement le long de 1la
trajectoire Xt(w) ; le théoréme 2 montre qu'il ne sera pas restrictif de

supposer a connu le long de la trajectoire réalisée.

2.3. IDENTIFIABILITE DES TERMES DE DERIVE ET DE SAUT

Soit la structure statistique

(sz,Ft,F,P bED , p €ER)

b,a,p
Au paragraphe 1.9 on a vu que la famille Pb a.p bER, 0 € K est dominée
3 L]
T
par P 02, 1 et l'on a
dP
b,a,p! _ 1 2
O,a,l F
t

avec
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t 1t -1
expf (a b dX ) - —J (a 'b,b)ds

1]

1
z (b)

2 t t
Zt(p) exp J J Logp u - J J (p~1)dsv(du)
OU OU

L'estimateur du maximum de vraisemblance de b [resp p] consistera 3 maxi-

miser Z](b) [resp Zi(p)] par rapport 4 b € f [resp p € /] .

Le lemme suivant indique les propriétés qui assureront la convergence

des estimateurs du maximum de vraisemblance.

Lemme 2.!. J. NEVEU [7]

Soit zt(e) une (P,Ft) martingale positive, alors il existe une (P,Ft)

martingale Mt(e) et un processus croissant At(e) tels que

M (6) - At(e)
zt(e) = exp

8 —ﬁ-Mt(e) ést linéaire

alors

L, . o, _ .
zt(e)-+o sur = Am(e) A&(z) Pp.s

Démonstration

zt(e) étant une ﬁartingale, Log zt(e) est une surmartingale et d'aprés

la décomposition de DOOB-MEYER, on a
Log zt(e) = Mt(e) - At(e)

avec Mt(e) une martingale et At(e) un processus croissant et donc

Mt(e) - At(e)

zt(e) = exp
ZM ( )y - 2A ( ) + 2A (2) - AL (0)
Z (B) = exp
t
w & -a &’ A - A_(0)
£\2 £'2 £°2
= | exp exp

0
24, (5) - AL (8)

exp _mOsur—A(G)—A(e)ooPps

t



5] 0
M G - AG)

exp
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étant une martingale positive est P p.s. convergente

d'oli le résultat.

Corollaire 2.1.

z! (b)
T~ = 0 B
Z (b) ;asp

+co
p.s. sur JO [a~! (b-b),b-b] ds =

t

Démonstration

2} [b+6 (b-b)] £, . ot o -
- =exp | [a 68(b-b),0dW ] - =| (a 6(b-h),6(b-b))ds
1 0 s 2 0
z! (b)
t
ol
*
W est un P brownien, oo = a.
8 b$asp
t oy~
M (8) = Joe[a (b-b) ,0dW]
t 1 o~
A_(B) = { 92{a  (b-b),b-b)ds
t Jo
Prenons 96 = 1

Ly -a @y =+ t[ “T(b-),b-b)d
27t 7 = 7),la (bl s

le lemme donne alors le corollaire.®

Corollaire 2.2.

Soit p et p tels que p =0=*p =0

alors
7% (p) o
t ~ b bah® - -
-—*—2-—:"' tTo: 0 Pb,a,p p.s. sur JOJ [p p-) dt\)(du) =
z (o) U
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Démonstration

0 =08
5

0
2
zt[pGB } " O Iy “[oy® p ~
p _ pLog =[u—-pv]- =" - gLog = = 1 pv(du)ds
—_ = eX
P J0iy 0 gl o 0 o

t
f BLogZ [u-pVds est une L 5 martingale

M (8) =
t() '[UO o sdy

o~

t 6
At(e) = J JO[GQ —-eLog%-— l]pdsv(du) est un processus croissant
U p e

en effet y-1 — Logy=> 0 Vy =0

prenons 6 = 1

t
A Cl) - lA (1) = le, 1o £ lodsv(du) d'oli le résultat en
t2 2t DU 'E)’ 2 ’5’

utilisant le lemme.

[\

Remarque (Application aux tests d'Hypothéses)

Du corollaire | on déduit que sur 1'&vénement
+00

J (a ! (b-b),b-b)ds = =
0

La régle de décision suivante :
Z) (b)
b si lim T
t>oo Zt(b)

= o0

la dérive est : |
- z,(b)
b si lim =
oo Zt(b)

=0

conduit & des erreurs de premiére et de seconde espece nulles.

Du corollaire 2 on déduit que sur 1'é&vénement

+co
J J (o&—g%)zdtv(du) = o
0 Jy



La régle de décision suivante :

2
-Zt(p)
p 81 lim —— = «
2~
tse Z (p)
t
le terme de saut est
2
~ Zt(p)
p 81 lim —— =0
2~
oo Zt(p)

conduit a des erreurs de premiére et de seconde espéces nulles.

2.4, ESTIMATEURS DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

Sur la structure statistique

(Q,Ft,F, P bERB ,p0 €R) on se propose d'estimer b et p

b,a,p
B compact de fonctions (s,x) —*b(s,x)

& compact de fonctions (s,x,u)—* p(s,x,u)

La topologie pour les fonctions b et p est supposée telle que 1'application

1 2 . . o
{(b,p) “9-Zt(b)Zt(p) soit continue Pb,a,p P«5.

t -1 c 1 t -1
exph(a b,dx%) - -,,;Joca b,b)ds

I
z, (b)

t t
2 - -1)d d
Zt(p) eprOJULOg pu JOJU(p Ydsv{(du)

L'estimateur du maximum de vraisemblance de b (res. dep ) sera alors la

multiapplication

(2.1) t — Arg max Zl(b) [resp. arg max Zi(p)]
bE:B t pER

et on a également

Arg max Zt(b) = Arg max ¢ Log —=

be B beB z, (b)

2

2 z. )

resp Arg max Zt(p) = Argmaleog 5T
pER pER MCY
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ol P ~ est la loi de Xt'

b,a,p
1
Z (b) t t
t _ 1 -1, =~ _ L -1, ~ o~
T Log ——= = tjo[a (b b),cdws] T Jo(a (b-b) ,b-b)ds
z,(b)
2
Z (p) t ;
1 1 1 ~
[resp T Lo ; — = ;I J Log %11 - EI f (E;— l]pds (du)]
Zy (p) %y o 0y p

avec WS un Pg a S mouvement brownien [resp u mesure ponctuelle de projec-—
3 b

tion duale prévisible ;vdt].

. . b 1 -
2.4.1 Condition suffisante de continuité p.s. de Zt(b) par rapport d b

I1 est clair que 1'application

Z 1 L7 — LZ(S‘E,P~ ~) est contlinue
t b,a

b H

1
b — Zt(b)

On obtient par contre la continuité p.s. dans des cas particuliers.

Rappelons le cas particulier &tudié dans LE BRETON [I3] basé& sur un lemme

de J. NEVEU [18].

Proposition 2.1.

si &= {b) € L7((0,T)xR™]R™E ¢ @ & compact de R"”

b : R — Lm(Oiﬁ’RFJRn) est lipschitzienne bornée} alors
8 b(6)

t
-1 .
(t,8) —9—[0(a b(e),odWs] est continue Pb,a,p p.s.

si WS désigne un (Ft’Pb,a,p) brownien.

La démonstration utilise le

Lemme 2,2, (J. NEVEU [18]) Critére de continuit& d'un processus dépen—

dant de plusieurs variables.

Soit Zy une collection de v.a. telle que

E zy—zy.lp < aly-y'|™° g,y eR"

avec ayo h ' p =1 e >0 , alors il existe
* * * .
Z Zy = Z pP.s. y —* Zy continue p.s.
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Démonstration de la proposition

Appliquons le lemme en prenmant y = t,9., Supposons t' < t

<

t p
(2.1) E j

tl
-1, -1
[O(a b(8'),0dW_ - Jo(a b(0),0dW )

< C{E

En utilisant une majoration classique pour les martingales E(sup |Mt| ) < C EAE/2
s<t

1

tl
-1, -1
JO (a "b(8"),0dw ) - Jo(a b(8),0dW_)

P
I

+ E}Jt [a—lb(e),cdwsn P}

t'

ou At désigne le processus croissant de la martingale Mt’
ou obtient :

p/2

t p/2 t'y -1
(2.1) <E fo(a (b(8")-b(8)) ,b(6")-b(6))ds + E’ . [a b(8),b(6))ds

d'ol le résultat en prenant p suffisamment grand en utilisant le caractére

de Lipschitz et borné de b. -

Corollaire 2.3

. . 1 , ~ -
L'application 6 ué-thb(e) est continue sous les mémes hypothéses que

dans la proposition 2.1.

La d3monstration résulte immédiatement de la proposition 2.1 et de la

définition de 3 .

On a de méme

Proposition 2.2

L'application p —ﬁ-Zi(p) est continue PE a ; p.s., Yt comme application
L] L]

Lm(ﬂi+xﬂ{nU +R, cette proposition tésulte du fait que le nombre de

sauts est P~ ~ p.s. fini
b,a,p L

{J ;(S’X 9U)V(dU) < +m} .
U s

2.4.2, Convergence des estimateurs
. x ‘
Soit (Q,F -~ =
o1 ( » t,Fs Pb,a,p Q)

©, 4+ _n_1n s . ,
sur L (R @R ;R) on définit des classes d'équivalences de fonctions :
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T
by~ by < lim sup 1 (a 1(b -b,),(b,-b )]ds =0 Q p.s.
T Jo 1722721722
Q T

Remarque 2.1.

.si le processus canonique admet une mesure invariante u
11=uQ£,Qéx,dy) désignant le noyau transition associé& & Xt'
T -1
lim o J[a (b,~b,),(b;-b)]ds = J la (X)[b](x)—bz(x)] » b () =b, ()] uldx)
T-reo R

et donc

bl ~ b2 hatid bl = b2 H.P.P-
Q
.si le processus canonique admet une mesure périodique de période G

US = USQ(SSX;S+-B ,dY)

R © (B
lim TIOIa (bl_bz)’(bl_bZ)]ds = LRHJO [a (x,s)(bl(x,s)—bz(X,S)),

T-»o0
b, (X,S)-bz(x,s)] ds us(dX)

et donc

b. ~b. = b (sx) =b,(s,x) pds p.p.
1 Q 2 1 2 s

On notera(32Q(b) la classe d'@quivalence de b.

Supposons que:B soit la variété compacte de dimension finie définie

dans la proposition 2.1.

Théoreme 2.1. Soit b, une section mesurable de 1'estimateur du maxi-
3 § -

mum de vraisemblance de b.

-~

* .
L'ensemble Bm des points adhé&rents de bt " o eat non vide et
b ]

b3 ~
B Cce (b)) Por ~ .8,
w S ™ By a P




Démonstration

Vo, B étant compacte il existe une suite{

bt — bm et donc B # ¢

nn-—)-oo

+* ~
Montrons que bm = CRQ(b) Q p.s. c.a.d

T ~ ~
Jo[a_](b*—b),b*-b)ds =0 Q

tl,tz,..,,tni st

lim sup = pP.S.
T T
or
tn rtn t r
1 -1 ~ k -l A n ¥ ADT
E"‘J (a (b -b), b -bJds < T JO (a (b, ~-b), bm—b)ds
n n
tn t t
-1, * ~™n * Nn
+ JO (a (b b ", b, ~b ))ds
or
t
n__ * /\t * t
Lim sup l—J [a ](b M, 5 n)]ds= 0 Yo
0 w W w oW
t e n
n
. * Atn
puisque sup |bw(s,x)--bm (s,x) =2 0 Yu
8,X
I1 suffit de démontrer
t
1 oo At Atn~
Lim sup —~J (a” (b "-b), b "-b)ds = 0
t Jo w w
t oo n
n
At
or bw € 3 1'estimateur du maximum de vraisemblance, on a
n /\t —~ n _ /\t ~ /\t ~
1 -1 n_ _ 1 I n_ n_ >
E‘JO (a (@, b, odw_) EE"'JO (a (b, "b), (b b)}ds = 0
n n
Il suffit donc de démontrer que
n t
1 -t AN'n >~ )
igio [a (bw —b),cjdws] E;:; 0 Q p.s.

/\t
La difficulté &tant que bwn

Nt

est mesurable par rapport a Ft et donc pour

n

bmn[s,Xs(w)] n'est aussi mesurable que par rapport a Ft et donc

. UdWS) n'est pas une martingale.

t
-1 Nt
J (a bm’

1L
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11 suffit de montrer que:
t

1 no_aty G
?’fo (@ b "y dW) 3,0 Q. p.s.
n n
by

en effet i_iﬂ (a_igzsdw ) >0 noso

t S

n o :

Mt

Car si Mt est une martingale de processus croissant At’K_ - 0

sur{A_ = =}et sur{A < oo]-,Mt converge p.S.

Dtautre part

118 - A P
—_ — 1 <7
E}tjo(a b,odWs) ol [0 (a b ,cdws)l
15 -1 P AL P K
k El—f (a b,odV )\ + E'—wf (a b',0dW )l <
tio 5 t o s ] [tAt']p/z
d'aprés le lemme de Neveu 2.2, il existe un représentant de
1t -
(t,b) — wt b ?-f (a b,chS) continu en  (t=e ,b) en dehors d'un Q
4 0
, Aty
négligeable et donc w(tn,bw ,w) — 0 Q peS. .

n--e

Lemme 2.3. Soit la martingale

t
M = J J f(w,s) [u-vds]
“r-{0}

notons

. t .
AEI) = f f | £]*vds.
0'Rr-{0}

On a alors la majoration pour p entier pair

. . /2
elswpory?| < et § a0, L [LIAPL, )

avec C constante ne dépendant que de p.




_2.3_

Démonstration

D'aprés un théoréme de Doob (par exemple P.A. MEYER C161)

P P
(2.2 ) E sup|MS| <C ElMtl

s<t

Appliquons la formule d'Ito a ME

t t
B - E -pj f WPl fuds + J J (s +£17 - ¥°_jvds
0/m-{o} “'R-{0} ° °

T Roiip-i
= E _ ) Cf M- vds
0/R-{0} i=2

donc

. (T .
E Mi < ¢ Ef E sup‘M ‘p_l J J \f'l\)ds}
i=2 <t ° 0/R-{0}

en appliquant Holder on obtient
i

@ s <o § (omin]) B

1=

(2.2) et (2.3) donne en posant

@ = [e(suplu]P)1'7?
s<t
(2.4) of <c E M “A(l) ,
- t lp/i
af € ¢ E ”A(l) . sioasl
gl € lp/d
(2.4 ) =
of < ¢ E,ap—z ”A(l)” . siaoa=1
i=2 ¢ Wp/d
et donc

. /2
ik 1)

i=2

(i)
of < ¢ Max{iiznAtl

ce qui est le résultat annoncé.
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]
L
S’

Soit (Q’Ft’F’Pg,a,;

~ o+ +

Notons C&_ (p) = {p ERCL R ﬂRHXUJR ), B=Zp =0 f compact de
dimension finie

[B-— 1 - Log gﬂ;vds =0 Q p.s.}

Q
[T
.
0 Oy e P

Remarque 2.2,

.si le processus canonique admet une mesure invariante

u = th Qéx,dy) désignant le noyau de transition associé au processus de

Markov correspondant

T
]im-% [ f G% - 1 - Log gﬂpvds
T Uy o

p
- J f [eGaw _ ) | pop(ebumls e iyviauyutan)
WR™ o (x,u) p(x,u)

. ~
ce qui entralne

p{x,u) = p(x,u) VU p.s.

.51 le processus canonique admet une mesure périodique de période G

HS = HS Q(Ssxss"'ﬁde)

T
lim %J J G%—] - Log gﬂpvds =
T Oiy P p
(] : -
- f nf @.Hs(dX)I ]%—@—L"A‘—‘-’ - 1 - Log 2480 |55 u)v(du).
R ‘00 U'p(s,x,u) p(s,x,u)
et donc

o =0 cé.dsus(dx)\) (du) p.s.

Théoréme 2.2.

Soit ﬁt une section mesurable de 1'estimateur du maximum de vraisem-
>

blance de p.
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* .
L'ensemble Rw des points adhérents de 6t w7 est non vide et

> —r

* ~
ﬂm C Cct.(p) Q p.s.

Q

Démonstration

Yo & étant compacte il existe une -suite t_ ,t., ..., t
1?72 n

t + = §

* o
— p et donc B F ¢
n t W uw

nn_)m

+* -~
Montrons que O = CEQ(p) Q p.s.

L TP p; ~ o
lim sup f f t:— - I - Log :—}pvds =0 Q p.s,
- |

T 0yt p
t * *
n; (p P
% J f Lﬁﬂ - 1 - Log ——}pvds
n’'0/uY o
bn; (P B ¢
,
<%‘Jf t—=1—L t“'Nc1+ ’ lo. o |vd
HOU~ Og~p\),S JO pt ﬂw\)s
p P i1} U n

il suffit donc de montrer que

| “n £ Pt 1.
1im_sup-E- JO J —— - 1 - Log :rﬂ pvds = 0
U

t e
n n p P

or ﬁt gtant l'estimateur du maximum de vraisemblance, on a

1 B tn ~ 1 n tn ptn ~
— f f Log ——[u-pvds] = ——J f':r—-— 1 - Log —— |pvds = O
t 0 t Jo

n U o) n ¢ p

il suffit donc de montrer que
1 n t
- f I Log — [p=pvds] — 0O Q. p.s.
n /0 U P
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or griace au lemme 2.3

t P o
1 L [pep < !
E{t JOJ Log —=[u=~pvds] <k ——575
n’¥'0 p t
n
d'aprés le lemme 2.2. il existe un représentant de
[t ~
1] = wj J Log &[u-pv ds] continu en {t=e, p} en dehors d'un Q
t,p tOU 5

négligeable et donc

wt . =EZ, 0 Q p.s.
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3. UNE ESTIMATION PARAMETRIQUE

Soit b(s,x) € L7 € 0,T) x]Rn,]R ¥, V une mesure de probabilit& sur U admet-

tant un moment d'ordre 2.

{Q,Ft,F, P 8 EiRP; p € compact de n{+f

0,p

avec Pe,p = Pgb;a,pvdé solution du probléme de martingale (x,eb,a,pvds)
3.1. ESTIMATEUR DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE
t

et
. J p(a'e,ax%) - L I b2(a '8,08)ds
Bt € Arg Max exp Jo 5 2 ]g

done

3 - b2a 4 B tb ~1ax®
| (3.1) 8, = 0( a ) sf\ P2 o

: t t
j J Logpu — f [ (p=1)vds
6t € Arg max exp ' 0/U 0y

donc

(3'2) 6 =U[[Ogt]xU] *
-t ;[[O,de]

3.2. PROPRIETES DES ESTIMATEURS
3.2.1. Biais

et est biaisé en général car

o o i YUt -
(3.3) g =0 + J b a ds \[ ba odW
. t 0 0 s

e e e e et o i o e . . e 2 i e e B e i e

3.2.1.1., a est constant alors (3.3) devient
t

(3.4) Bt =0 + [u] )

*
v désigne la mesure vdt
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“Introduisons le temps d'arrét (suivant LIPCER-SHIRIAEV [15])

) L t_2 .
By = inf{t : Job ds > H}

alors

B, o\ Gy ",
(3.5) ‘e‘.GH =([0 (b"a )ds) JO ba dX_

et donc

(3.6) E[‘é‘3 ) =g si B, < 4= P p.s.
H

et donc

~

’9GH est un estimateur sans biais de 8 si'EH < o Pl&Q P.S.

Remarque
En utilisant la proposition 3.1.2. de J. NEVEU [171
. < w ] g
SI.GH Py 0 p.s. VO ER

alors

dp Ifﬁb(a_le,dXZ) - %—Jt%bz(a_le,e)ds

0

et donc (3.5) définit 1'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 ayant

1'information .
By

3.2.1.2) a est diagonale

alors
oo
J b o.. dW
a1 i o i
et =98 + z
J b2 T} ds
0 11

introduisons les temps d'arrét
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i . t 2 —-1
G, = 1nf{t b"a,. ds 2 H}
0 11
t% -1 i T%b -1
b a,. dX : o,, dW
~i o il i o ool
(3.5") 8. = - — =8 * - i < 4w P P.
[ "G;I H ,0
i J b a?! ds H
0 11
1 . . L R |
. est un estimateur sans biais de & si G, < += P P.S.
361 H 6,p
H

3.2.1.3. Estimation de p

(3.7) p = p + W0.t]x T ) - ov([0,t] xU)
V([ 0,t] xU)

en général 6t sera biaisé . Introduisons le temps d'arrét

B, = infc :v((0,£)xV) > H)

alors définissons

ul (0,56, xU0)
(3.8) & == O
Ba vl (0,5 Ul

1((0,8,)x1) - pv((0,6,)xU)
A, =p+ -
Ty H

et donc

b . est un estimateur sans biais de p si‘PH<w P -

p
H ©.p
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Remarque

En utilisant la proposition 3.1.2 de Neveu [17]

. n
51'GH < w Pe,p p.s. VYo ER
ap J J (Logp)u - J J (o-1)v
8,p = exp 0 Jy 0 Jy
dp
8,1|Eg

et donc (3.8) est l'estimateur du maximum de vraisemblance de p

3.2.2, Optimalité

Formule de Cramer Rao

o o o e o S o S o e A e o e e R

Sur (Q,F,fau p € ®CR) on a la minoration

(3.9) Ea(X—B)Z > (1+8'(8))” + B2 (8)

v 2

ol B(8) désigne le biais de X comme estimateur de 8, B(9) = Ee(X) - 9.

5i X est un estimateur sans biais de 6 (3.9) devient
i
2 - — >
5]

0 fe

E

dans le cas vectoriel,d € R, (3.10) devient

(3.11) E(x~e)82 > {Ee[grad Logfelez}"]

]

Suivant LIPCER-SHIRTAEV [15] appliquons le résultat & notre probléme.
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Application
3.2.2.1. Estimation du terme de derive a constant
Soit B un temps d'arrét;ﬁ < w Pe 0 p.s. alors on a !
- 3
B T
- ] -
dp a '[e, bdxS) - ~(a '0,0)| b2ds
£ = 9, = 0 8 2 0
= = exp
o dP
0,p Eﬁ
_. (B I ¢
(grad, Log f )@2 = (a ! bdX -a 16 b?'ds]@2
6 6 0o s 0

or dx° = fbds + gdW ol W est P brownien et donc
s s 5 9,p

G
82 -1 82
(grade Loge) = [a c Jobdws)
et donc

d
. ®2 2 -1_t, -1t
E, (grade Log £0]°° = Eg (Job ds) a oo (a )

~

G
| 2
a Ee(fob ds)

et donc si 1'on note par &8 un estimateur sans biais de 6 on a la minoration

~ .82 a

E (65-6)

o

[t%st

0

=
E

d'autre part, l'estimateur défini par (3.5) vérifie

R
E(&B, 8)

a
- H

On a donc

THEOREME 3.1,

défini par (3.5) est 1l'estimateur de variance minimum

L'estimateur @

By

parmi les estimateurs sans biaiélﬁénmsurable oi G est un temps d'arrét?P
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p.s. fini vérifiant

~

132
E J b"ds < H
8,p 0

3.2.2.2, a diagonal‘

Une démonstration analogue 3 (3.2.2.1.) montre le

THEOREME 3.2

. . ~l . .
Vi 1'estimateur § : défini par (3.5') est l'estimateur de variance

YSH
minimale parmi les estimateurs sans biais de ei—-~i mesurable ot T est un
G
temps d'arrét P6 0 p.s. fini vérifiant
b ]
‘.ai
-1,2
EP a,,b’ds <H
e’p 0 11
3.2.2.3. Estimation de la loi des sauts
Soit QG un temps d'arrée B < o Pe 5 p.s. alors on a
N ,
T G
dP Logp J = (p=1) J vds
= __95p = ex 8 0 0
p  dr P
0,1|Eg
£ B T B
Ll -1 J u - J vds = - J (u-pvds)
£ e Jo 0 P
4]
et donc
1 G
E f'z———EJvds
Pep 0 pJo
i f
p
et done si 1'on note Bﬁgun estimateur sans biais de p, Fa?nmsurable on a

- b
”E(p;::p)z >
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d'autre part l'estimateur défini par (3.8) vérifie
~ P
E{g -p)2 =&
('G’H) H

on a donc le

THEQREME 3,3,

L'estimateur ﬁG défini par (3.8) est l'estimateur de variance mini-

3 . H 3 . - - . o~
male parmi les estimateurs sans biais Fx mesurable oii G est un temps d'arrét

P fini p.s. vérifiant
—0,p P

o V(0B xU) < H
8,p

3.2.3. Propriétés de convergence des estimateurs

THEOREME 3.4 ¢

Notons A = J bza_lds supposons 4 k : HA:IH “At I <x Ve p.s.; alors
=/ 2 £

(3.12) 8.~ 06 P, p.s. surlla 'l =0

o

,p

avec ‘la vitesse de converpgence

) /IIAtli |
. _ .t <l
(3.13) 1lim sup Het 8 | ? Log, ”At Ik

Lo

§'il existe une unique mesure invariante q [resp. périodique de période® qS]

JE(et—e) est asymptotiquement gaussien de variance

2 -1 -1 ) -1 -1
(3.14) [J b " (¥a (X)q(dxi] [resp.[J J B(s,X)a (s,X)q (dx)ds]
]Rn ORn S a-c

De méme

Notons Bt = ;([O,t]XU) on a

(3.15) 6—+p sur Boo=m
tt+°°

On a de plus
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B
t

(3.16) Lim sup |pt—p| Eiaggﬁt =

tr

De plus s'il existe une unique mesure invariante g [resp. périodique 9

de péricdeT]

Jt(ﬁt—p) est asymptotiquement gaussien de variance

\ -1
(3.17) p[J f v(x;du)q(dx)] v(s,x,du)qs(dx)gg
rY 11 [}
Démonstration

On commence par donner quelques lemmes.

Lemme 3.1

Soit Mt i e _scalaire

t t ~
(3.18) M =M + J o(s,w)dWw + J f h(w,s,u)[ ul{w;dsxdu) - v(w,dsxdu)]
£ o 0 8 oly

ﬁt son processus croissant

t t -
(3.19) At = [Odz(s,m)ds + IOJUhZ(m,s,u)v(m,dSXdu) avec

(3.20) {h| <c¢

Qn a alors le théor@me du logarithme itéré

| |
(3.21) 1lim sup <

-
treo VZAt Longt

i sur A = =
o0




- 35 -

Démonstration

On a la formule exponentielle

B, - L)ezcrz(s,w)ds - Jo(e ~8h~1)v(w;dsxdu)

Yt = exp

est une martingale locale positive, donc une sur martingale positive.

D'autre part

) 2‘h2
2

eeh—eh—l =

+ 0(82h2)

h étant borné on est dans le cadre du lemme 7.2.8, J. NEVEU [17] alors la

proposition 7.2.7 donne le résultat, =

Corollaire 3.1

a~

Soit Mt une martingale i valeursdansZRp

t t ~
(3.22) M =M + J o(s,w)dW + J J h(w,s,u) [p(widsxdu) - v{widsxdu)]
t a 0 s OU

Ae-son processus croissant

t t t 82 ~
(3.23) At = J o(s,w)o (s,w)ds + f J h™ " (w,s,u) v(w;dsxdu)
0 00U

Si (3.24) ]h] < c, on a alors le théoréme du logarithme itéré

*
I, | B
(3.25) lim sup < 1] sur HAm =0
tre V2 A lLog,la Il
* -1 . -
ix = x5HY2 Al =1im 1 AT
1 ©o o0 t
_ [fAX Ui
‘HA = sup T

X
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Démonstration

Appliquons le lemme précédent 3 la martingale (G,Mt) on obtient

0,1)
lim sup— <1 p.s.V¥9 llell <1 sur inf (A _6,6) = =
;
tr 21 Al [ Log2|1 A I 8
soit
(B’Mt) -1
lim sup <1 p.s. VWelloll <1sur A I =0

trw-’ '\/ZHAt [ LogzllAt I

d'autre part sur [IA:: ”:0

(B’Mt)

6 — lim sup

i est convexe donc continue sur son domaine
t \/ZIIAt IILogZIIAt f

(e’Mt) . (e’Mt)
donc sup lim sup — =8up lim sup
6 t+o JINTA NLog A 1l & denombrable t V2| At“ log2H At“
el =1 t 2°7t * dense dans ||8]|=1
n
donc . (G,Mt)
sup lim sup =] p.s. d'ol le résultat

g > |
I /2T A Tog, TA ]
Lemme 3.2.

Soit Mt une martingale homogéne en temps

t t
Mt = M0 + JOU(XS)dWS + JOJ h(Xs_,u)[u(w;dsxdu) - v(XS_,du)ds]

At son processus croissant

U

t t 82
At = Joa(Xs)ds + JoJU’h (Xsﬂl)v(XS_,du)ds

ih[ < c
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On suppose de plus qu'il existe une unique mesure jnvariante q(dx) pour

le processus de Markov X, alors

=

t P loi normale centrée de variance
—— e ]

B = J nJ hez(x,u)v(x,du)q(dx) + J n a(x)q(dx)
R/U R

Démonstration

En utilisant la formule exponentielle (cf.§1.8) on a

t

t .
i(0,M) + %JO(a(xs)e,e]ds—Jo(pl(e’h)

E{exp

prenons 8§ =

Slet

on obtient

~

Elexp 2t 0

or

t St ~ s
1 J [a(X )6,6)ds —r [G,J a(x)q(dx)e] p.s. et dans L2
t Jo s IRn

d'autre part

(& Foon) [ - (3,m? 2
e = [roE,h) -1 e "o p.s. et dans L
et donc
t (1 -\efE,h) 'é‘
JUJO[e - (1 7E3h) - l)v(Xs’ du)ds E;g

~ 82
- [e J J . (x,u)q(d’x)\)(“x,du)gj
U‘RR

2
p.s. et dans L

- i(%h)—l]v(XS_,du)ds

~

., 6
i(5 1 XX 4g)- Jr . 8
1(6’JE] + Io(a(xs)e,e ds)- JU[ (e t - (ljﬁ;uh)‘l

)v(XS_’du)ds =1
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et donc

t 2

T 1 ~ 8 - y

E exp Jt) —> exp 2 e,ﬁmpea(x)q(dx) * fuﬁﬂg (x,u)v(x,du)q(dx)e]
Lo

d'olh le résultat.

Démonstration du théoréme

La formule (3.3), le corollaire 3.1 et "A;]H IIAt I <k ¥Vt ps
donne (3.12) (3.13).

La formule (3.7), le lemme 3.1 domne (3.15) et (3.16).

D'autre part, grace & (3.3) on a :

L

/o8 -8) = [+ tbz"ld] 1[l ba !
O =R o E 9 Tt o o

dWs]

t
lf bza lds ——+—f bz(x)a ](X)q(dx) p.s. et dans L2
tigo n
t=e ‘R
d'oli le résultat (3.14) avec le lemme 3.2.
De méme {3.7) donne
1 -~y
- R 7-t-(u-OV)
% (B,_p) = —=——

-\
t

l~

= ;:: [U[RFv(x,du)q(dx)

le lemme 3.2 donne alors le ré&sultat.

De méme dans le cas périodique on a un lemme analogue au lemme 3,2

d'old les résultats.

4., ESTIMATION NON PARAMETRIQUE

Soit A= {Ai} une partition borélienne de 1'espace temps'RfXRF
Soit & = {Ri} une partition borélienne de l'espacefR+XRpxU.

Soit la structure statistique
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X

(@,F,F, By

b= % Bily; 2~ % %1y
. + W
D=Zpil]Ri,Bn€Rn, aiES(n),piER)

g + fa] + a7t + Jo] + |07 <m

ol P: a,e désigne une solution du probléme de martingale (x,b,a,p) dont
> 9

1'existence est assurée par le théoréme 11117 J.P. LEPELTIER et B. MARCHAL [14}

4,1, Estimation de a

c . . . .
Notons Xt la partie continue de la trajectoire

. t
vi c
t {OlAi(S’XS) dXS
alors
i o t
Y = ) 1
N cifolAi(s,XS) dw_ + folAin(s,XS)ds

t
et donc puisque I lAi b(s,XS)ds est & variation bornée
0
i t
VoY) = o folAi(s,xs)ds

QD) t
(4.1) a, = dés que JOlAi(s,Xs)ds >0

t
OlAi(s,Xs)ds

Remarque : Le calcul de (4.1) ne demande la connaissanceni de b ni de p.

*
S(n) matrice (n,n) symétrique > O
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4.2. Estimation de B

L'estimateur du maximum de vraisemblance devient dans ce cas

t t
- -1, .
Arg max 2 i(aiIBi, JolAidX:) - % (ui gi,B1) fﬁ lAidsf soit
i

(4.2) B = <L
JOlAids

Le théoréme 3.2.3 s'énonce :

COROLLAIRE 4.1.

~t
S . «Se .ds = +e
B, -, B Pb,a,p p.s. sur J:lAl s

avec la vitesse de convergence

Bi
. ~t
lim sup |Bi—Bi| t T <1 sur Bi = o
[ 1P_Longt

. t
avec B = f 1 .ds
t -OAl

g'il existe une unique mesure invariante [ resp. périodique de
q

période G qsl

~t . . .
JE(Bi—Bi) est asymptotiquement gaussien de variance

o, Q. ook

TaD Tese g 1
Lt EI q_{dx)ds
st g

. o n
dans ce cas Ai est une partition de R

**l - . *
Al est périodique
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. t C
Si'B1 = inf (t :( 1.. ds > H) est p.s. fini, B,H est l'estimateur de
i Jo—AL 1 v

variance minimum parmi les estimateurs sans biais F,) mesurable ou v est un

temps d'arrdt p.s. fini varifiant

E{[:lAids] < H

4.3. Estimation de p

L'egstimateur du maximum de vraisemblance devient dans ce cas
t t
Arp max JOJU log g pilRiu - JO[ (ZpilRi—])vds
t
0

t
= Arp max [2 Logpi f f lR y - z pif I(lRi—l)vds],SOit
i Ui 1 oy

Corollaire 4.2.

400
~

. —™* p. P .S. sur .vdsg =
°i foroo Pi b,a,p P fo f U lRl

avec la vitesse de convergence

gi
. ~t t i
lim sup Ipi—pi‘\/L""—"I <1 sur B =<
too 2Longt '

. t
avec B. = f f l .vds
) OURl

De plus s'il existe une unique mesure invariante q [ resp. périodique

q_l

w

At L. - 3
Jt (p.—pi) est asymptotiquement gaussien de varilance

pi * 0. ik
- (resp. L )

L{TJUIRI v(du) q(dx) % ELRHJU]_R].“\)(du)dsql (dx)

*dans ce cas {Ril}définit une partition de R™:U
i 11 " 11 " 13 " [OHXRHxU
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4.4, Robustesse des estimateurs &i’ Ei, Bi

Sur la structure statistique

. -1 -1
(9,F ,F , P:,a,r bl + |a| + |a | + |r] + |r | <m

solt les estimateurs

(4.1 & =7 4&; 1,, o défini par (4.1)
i

@.n b5 =781, B defini par (4.2)
i

.3 =135 Les a‘i: défini par (4.3)
i

avec les motations du paragraphe précédent.

. ey . L ot .t
Etudions les propriétés asymptotiques de a ', b, T .

THEOREME 4.1.
¢ t
(4.4) inf a(s,x) < ai < sup a(s,x) sur j lAids >0
(s,%)EAL (s,%X)EAIL 0

de plus s'il existe une unique mesure invariante ¢ [resp, périodique de

période TG q ]

{(4.5) ﬁt ;:: Eq(d}o[a(x)lﬁﬂ [ resp. ﬁt “+-Eggﬂs(dx)(a(s,X) 1A
3

oii A est la tribu engendrée par les A,

{Ai} forme une partition de R" dénombrable

o .
{A1} forme une partition dénombrable KL?S]fol
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Démonstration

. t
i
‘ . d
ot va(y,) i JQlA.ia(s,Xs) s L
i t : t - sur f l..ds >0
1,.ds 1,.ds 0TAL
0 Al 0 Al i
et donc

inf a(s,x) <€’i: < sup a(s,x) d'oil 4.4.
(s,x)EAL (s,x)€AL

s'il existe une unique mesure invariante q

) _
. _
~e T OlAi(Xga(XS)ds
o, =
1 i t

T JolAi(Xs)ds

et donc
lim &t = Eq[lAia]
m o, = d'oll le résultat, et
tow T g(Al) ’

de méme dans le cas périodique.

THEOREME 4.2,

(4.5) 1im sup é; < sup b(s,x)

oo (s,x)EAL
A, hoe
(4.6) 1liminf plzinf b(s,x) f l..ds = =
£ t (s,x)eAl 0 “AL

De plus s'il existe une unique mesure invariante q [resp.

périodique

de période T q_ ds]

%
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.7 6° ? B (a )(b(x.) l4) , aa) >0 Vi
[ resp E-tﬁ—» Eéﬂs(dx) (b(s,x)|#4) si dsq(ai) >0 ‘vi}
Démonstration
‘ t R t t
st _ JDlAidXs ] J LiP (s, R ds +J 1404
i t Tt
J oll’*ids J olAidS
Wt
1, 0%, || "J ;0ds ||
BE < sup b{s,x) + JO Al 0
(s,x)€AL "JOlAicds“ JOl ds
t
‘l{ 1A.Ods"
or-——;o - <M
OlAidS
KA
. 1, 0dw t -1
(5.8) et " Al 5. 0 sur lim ”{J 1,.0ds) " =0
11, 008 e SO
Jo 21778

et donc comme |0_I|-€ M sur [ lAids =« on a (4.5), et (4.6) (par une
: 0

démonstration analogue).

On a

t it
JOlAib(xS)gs - 1 {p(X)

t
tq 4. rt
J olAidS t) ol

et donc s'il existe une unique mesure invariante
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t
. JolAib(XS)ds _ Eq(lAib)

t .
£ 0lAids q(Ai)

d'autre part

i
8

t o
1 .
3 folAids — q(Ai) et donc folAids =

£-ro0

et donc en utilisant (4.8) on obtient (4.7) dans le cas stationnaire ; dans

le cas périodique on a une démonstration analogue.

THEOREME 4.3.

o0
(4.9) 1lim sup BF < sup r(s,x,u) sur J f J,.vds = &
OURl

Tt 1 (s,x,u)ERi
(4.10) lim inf 6§ >  inf  r(s,x,u)
oo (s,x,u)ERL

"De plus s'il existe une unique mesure invariante g [resp. périodique

de période T qbds]

' .t * o .
(4.11) % __ﬁ'Eq(dx)v(x,du)[r(X’u) lﬂ) p.s. si qv[Ri}] > O Yi
o
R: . . ;
[ resp T ——ﬁ-Ed§g (df)v(s,x,du)(r(s’x’u)lﬁj p.s. &1 dsqv[Ri] > O Vi]
too lS
Démonstration

t t
t fOJU Ri" JO{UlRi[u-rvdS] fo[ulRirvdS
b, =7t = Y . 20
JZJUlRivdS JOJUlRivdS | Jofulkids

5 :
R désigne la o-algébre engendréepar {Ri} Ri partition de R"xU

*k
! désigne la o-algébre engendréepar {Ri} Ri partition de [ 0.5 R xU.
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t
[OJ Il w-rvds]

At u

p. < sup r(s,x,u) + :

t (s,x,u)ER; t

T 1 lRivds
Oy
t t t
JDJUlRi(u—rvds) fOJUlRi[u"rvds] fOJUlR.rvds

t

fofulRirvds

~—E——“~————-< sup r(s,x,u) S M
J f vds (s,%x,u)ERL

. J0

- ey, . . 1 .
d'od (4.9). En utilisant la minoration r (s,x,u) Z'ﬁ , (4,10) s'obtient

de facon analogue.

S'il existe une unique mesure invariante

t( 1,.rvds 1 - 1..rvds
“Ri tOURi

0y

t

Y
Br. I oo
[O(UlRivds t fOfUlRi ds

f I 1..rGx,u)v(x,du)q{dx)
n-R1i
UR d'ou le

Y:
fULRaniv(x,du)q(dx)

t
résultat (4.11) en remarquant-l 1, v({,du)ds — qv [Ri] p.s. d'od le
. t U 0 R [ >0

résultat si q v [Ri] > O .
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4.5.) Estimation de b et p en un point

Au vu des résultats précédents il est naturel de se demander s'il
est possible d'estimer b et p en un point dans le cas homogéne par exemple.
Des résultats de ce genre sont donnés dans BANON [1] pour des dffusions
en dimension 1.
Sur la structure statistique

) n
® ,b continue de R” + R

(Q’Ft’F’Pb,a,v
U + N
a borélienne de R <R -~ S(m)

+
.. - n
v(s,x,du) mesure de transition borné de R R > U

bl + |a| + a ] < M, PX solution du probléme
b,a,v
de martingale (x,b,a,V)

on a le

THEQOREME 4.4.

. . - . n .
Soit A, une famille décroissante d'ensemble de R contenant le polint X,

tels que, 8(A ) + O lorsque t » = alors

t
Cc
ngAs(Xs)dxs +0
Yt = J>tl .y t'_w; b(x) Pb,a,\) pP-S. sur IO lAS(XS)ds = o
(X s
1] As )

Démonstration

t t
[
1As(xs)dxS folAs(xS)b(xS)ds folAS(xs)a(xs)dws

= +

[
J
t rt t
ngAs(Xs)ds .OlAs(Xs)dS JolAs(Xs)dS
t , t t
folAS(xs)o(xs)dws folAs(xs)c(xs)de‘ ‘fOlAS(XS)a(XS)ds
or <
t t t
fOlAS(X )ds [OlAS(XS)a(XS)dS {OlA(Xs)dS
t
JOlAS(XS)ﬁ(Xs)dws |
M

t
ngAs(Xs)a(xs)ds
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t
JolAs(Xs)O(Xs)dws 0
N a’ = o
0 p.s. sur folAs(XS) .Xs)ds

et t ' o
jolAs(Xs)a(Xs)ds

+00
done sur JO lAs(Xs)dS = o puisque lc_ll < M d'autre part

t To t
JOlAS(xS)b(xS)ds JO lAS(Xs)b(XS)ds + JTolAS(xS)b(xs)ds
t = t o
folAs(Xs)dS JolAs(Xs)ds

Tp

JO 1, X Ob(X) .

T 0 sur JolAs(Xs)ds = o

t—roo
JolAS(XS)dS
t
fT 1o D [p(X)-b(x)]ds
0
’ < H(b,ﬁTO) ,

t
l folAS(XS)ds

ou § désigne le diamétre de A et (b,8) le medule de continuitéd de b

To Tg
Enfin
t t
J(TOlAS(XS)b(X)dS = b(x) fTOlAS(XS)dS = b(x) {] - M ]
£ t t
JolAs(Xs)dS fglAs(Xs)dS folAs(Xs)ds
on obtient donc
t
folAs(xS)b(xs)ds o
lim - - b(x)| < w(b,aTO) sur;JO lAS(XS)ds=m2
{glAs(Xs)ds

en faisant tendre Ty vers 1'infini on obtient le résultat.
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Sur la structure statistique

X .

b borélienne de R+><Rn > R®
b,a,p

(Q,Ft,F,P

a borélienne deiR%iRp -+ 5(m)

. . +
p(x,u) continue de R°% U -R

v de transition bornée de R" 4J&2(U)

-1

bl + [o| + [e7'] + |a] + [a'| <x

?i a solution du probléme de martingale
(x,b,a,pv))

On a le

THEOREME 4.5.

. . . . n
Seoit At une famille décroissante d'ensemble de R = U contenant le

point (x,u), tels que §(A ) 40 lorsque t - = alors

fo
1,.du
. 0 U As t-co

+o0

¢ " JTJ 1 p{x,u) Pb,a,p p.8. sur JO JUlASyds = w
vds '
o)y As

Démonstration

t t
JOJUlASpvds IOIUlAS(U—deS)

= +

t t t
vds vds
[OIUlAs [O[UlAS

or



et

. ]
‘et donc puilsque |p
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A

AN

¢ _
iJOJUlAS[u-pvds]

e

d'autre part

t Ty t
Jo[ulAép“ds Io fUIAsp“ds * ngjulAspvds

JZJUIASvdS {;JUlAsvds

Tp
JO JUlAS(XS)ovds

t
t-ro0
JOJUIAS(XS)vds

t
J JUlAS|D(XS_,u) - o(x,U)Iv(XS-,du)ds

+oo
0 sur JO JUlASvds =

To
t
JOJU lASvds

I module de continuité de p

< W(Q,Sto)

avec
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enfin
e 1 rt J 1. va
p{x,u}vds ! vds
p = p(x,u) T
l vds
JGJUlAS (X )ds St

on obtient donc

t
JojulASpvdS

+oo(
e — < R [ ]
lim p(x,u) H(D,STO) sur ]0 JUlAs(Xs)“ds*m

THEOREME 4.6.

S'il existe une unique mesure iavariante q, si X €supp q, alors il

. . no,. . ‘
existe une suite A wd'ensembles de R décroissante en t contenant x, tels

-3

que 6(At,w) ¥ op.s. et
oo

o
[O lA [Xs(m)}ds = @ DP.S.

Démonstration

Soit x € supp q
si q{x} > 0 on prendradA = {x}

L]

si q{x} =0 VVX 2 qV) >0 oii V désigne un voisinage de x
b

alors soit

| fE q V)
T; = infit>1 : ——Jolvx()(s)ds > }

t 2

alors T1 est un temps d'arrét presque surement fini car q est la mesure

invariante.
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. . (V)
Soit 0.~ inf 0, q(pVX)z _QWE_ . En utilisant la continuité de

p +q{pV_) en 0, gri3ce 3 la propriété (q(An)tq(A) si An +A)
X K

on remarque que g, -+ O
n -+

Soit alors

T, = Inf {t > 2Tn__]‘§?:'r"r:1

| [t q(V,)
f Lydsz — i
Tna'n x

T2 est un temps d'arrét P.s. fini

etc .. .
On a construit une suite Tn’ I Notons alors

= e <
At,w {x pnvn Tn—l sts Tn}

On a alors la minoration

o a(v) a(v,) a(v,)
2 — = — .. - — .
fglAs,w(Xs)ds 2 Ty (w) + (TZ Tl) 4 e (Tn+] Tn) 2n+] '
q(V.) Ti(wy  Tp{w) T (w)
= + + ...+ -2 + ...
2 2 4 n
2
Tl(w) Tl(w) Tl(w)
> af
a0 vyt
d'ol le résultat puisque T](w) est minoré par 1. L
THEOREME 4.7.
S'il existe une unique mesure invariante q, ¢ (x,u) € supp qV
alors il existe une suite R d'ensemble deiRnXU d'ensemble décroissants
’ ’ -
en t contenant (x,u), tels que G(Rt ) > 0 p.s. et
,w t—mm
[, ]
1 vds = =
0y As,m
Démonstration
| |

Analogue au théoréme précédent.
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Remarque : Approximation linéaire par morceaux et vitesse "optimale”
de convergence de la partitiom. '

Considérons la fonction 3(x) interpollé lindaire de 1'ensemble de
peints :

E(x|%) —-+E4b(x) |5)
on a :

[E(b(x) |&] - b @[] < sup|b"(x)]8?

x

ou § est le diamétre du plus gros élément de la partition,jkune partition de ]{n,
q la mesure invariante de X .
On en dé&duit que ¢

Sup |B(x)-b(x)| < k&? sup|b” (x)|
X X

D'autre part b(x) peut étre estimé par l'interpolée linéaire ET(X) de :

T T
c
J’OlA(XS)XSdS JO]_A(XS)dXS
T T
f
J lA(Xs)ds J 1A(Xs)ds
0 0

Et on a 9k constante :

- k
suprT(x)—b(x)I L —
X inf q(A.)VT
i i
et donc
- k
£ = sup|b(x)—bT(x)| < k sup 62(Ai) suplb"(x)l
X inf q(Ai)JT X

1

Essayons alors d'évaluer la vitesse avec laquelle il faut faire tendre
G(Ai) vers O de facon Zrendre 1'erreur approximation + estimation la plus

petite. Placons mnous en dimension 1. Soit Ai la suite d'intervalle |x-h, x+h |

q(Ai) = 2h £ (x) si £ désigne la densité de ¢

N
£ < k|—he+h?
e n?)
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: f( 1 2| ky " K,
CInfl—m 4+ = - est atteint pour h = -—
L IR By i -
ce qui donne une 1dée de la vitesse ' avec

laquelle 11 faut taire decroitre le diametre de La partition.
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