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Este curso intensivo dictado por el Prof. Jean-Pierre Quadrat en la Facultad de Cien-
cias Exactas, Ingenier’y Agrimensura de la Univesidad Nacional de Rosario (FCEIA-
UNR) en noviembre de 1998 seseguido por el que desarrolagl aio pdximo el Prof.

Guy Cohen sobre el tema : “Discrete Event System Analysis and Control : from timed
Petri Net to Algebra” .

Ambos forman parte del ciclo de cuatro cursos intensivos previstos en el marco del
Programa de Capacitaci’e Iniciacon en la Investigaoin sobre “Sistemas de Eventos
Discretos y Redes de Comunioaiique vincula al INRIA (Institut National de Recherche
en Informatique et en Automatique) de Francia con el Instituto de Matiean“Beppo
Levi” de la FCEIA-UNR.

Entendemos que la publicaci'de este Cuaderno facilitad los lectores en lengua
castellana un primer contacto con un material de muchoesteeciente, en plena evolu-
cibn y que abre la perspectiva dailtiples aplcaciones en sistemas de transporte, sin-
cronizacon de seraforos, puesta en marcha de plantas industriales, sistemas flexibles de
manufactura, redes de computadoras, etc.

Es con satisfacori que sealamos quegvenes investigadores que han participado en
varias actividades del Programa intervienen desde comienzos de 1999 en un proyecto de
investigacdn y desarrollo que un equipo del INRIA tiene a su cargo, tarea que incluye el
estudio de casos concretos en algunas darkes de aplicaoi antes mencionadas.

Deseamos finalmente agradeceodds quienes han permitido con su dadion y
apoyo la materiakiacon de las etapas ya cumplidas comoeltas en curso del Progra-
ma y , en particular, al CONICET, a la FundaciAntorchas, al Minigfe des Affaires
Etrangeres de Francia, al INRIA, y al proyecto ALAPEDES del Programa Europeo TMR.

Consejo Cienfico del Instituto de Matemttica “Beppo Levi”.

Ce nEmoire est un couresumant une partie des travawali®s dans le cadre d’'un
groupe de travail de I'INRIA appelMax-Plus ainsi que des collaborations de ce groupe
de travail avec d'autres personnesirgSses par ce sujet. Les personnes ayant paeticip”
un moment ol un autrea’ces travaux sont M. Akian, F. BaditeD. Dubois, G.Cohen, O.
Fall, S.Gaubert, G.J. Olsder, P. Moller, M. Viot et I'auteur. Dans cesgmtation les liens
entre I'algebre max-plus et la commande stochastiquetdrexpliqles. Les travaux sur la
commande stochastique dont il est question ici doivent beawedep collaborations avec
F. Delebecque et M. Viot.

J'aimerais souligner ici la collaboration constante avec G. Cohen avec lequel ces
recherches ont commesa@&t qui n’a jamais cessd’avoir des iges renouvelant le sujet,
avec S. Gaubert qui a jedé plus grandafe dans les travauecents, avec M. Akian qui
a eu un apport essentiel dans lesuitats expas dans le chapitre 2 et enfin avec M. Viot
qui a appore’depuis le dbut des contributions fondamentales. Ce sont le@esidjui sont
eXpPoEes ici.

Je voudrais remercier ici toutes les personnes ayant pernaiglisation de ce erhoire
en particulier : - E. Rofman qui eté l'instigateur passiorade ce cours psenta toutes
lesétapes (discussion du contenu, organisation du cours, relecturerdairej; - R. Katz
qui a partir du cours oral et de notes manuscrites en, &iaret fait un formidable travail
de rédaction et degdlisation du ramoire (les utilisateurs de Tex savent le travail que cela
repesente deadiger et €aliser un remoire de 80 pages); - E. Mancinelli qui a fait une
relecture du ramoire indispensabktant doneée la néconnaissance congi€ de la langue
espagnole de l'auteur.

J.-P. Q. email: Jean-Pierre.Quadrat@inria.fr
INRIA-Rocquencourt, Domaine de Voluceau
BP 105, 78153 Le Chesnay Cedex (France).
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CAPITULO 1

Semi-anillos y semi-nddulos

1. INTRODUCCION Y MOTIVACION

El objetivo del curso es mostrar la importancia de las estructuras de semi-
anillos y de semi-madulos en mateatica aplicada y en las ciencias de la inge-
niera. Estas estructuras algebraicas tan generales permiten reunir en un cuadro
Unico problemas de naturaleza magdite, a priori, diferentes.

Si consideramos losumeros reales munidos de las operaciones admo y
de suma en lugar de los operadores tradicionales de suma y nealtiphi obtene-
mos una estructura algebraica de semi-anillo que nos permite hablar de linealidad.
Esta linealidad permite definir una nueva clase de modelos tan manejables como
los sistemas lineales habituales. En los siguientes cuatro ejemplos mostramos los
sistemas lineales max-plus, y las ventajas aportadas por esta olmemacu
arglisis.

1.1. ECUACIONES DE TIPOHAMILTON -JACOBI-BELLMAN (H.J.B.)

La ecuaadn de HJIB de la mexiica :

dw’y 1 /owY 2 0
ot +2< 8x> =0 we=v,

admite una soluoin Unica en los espacios funcionales a determinar, que se inter-
preta como la soluoii del problema deadCulo variacional :

. EX2(s)
oty = inf <w<x<0>>+ /0 e ds>,

y por lo tantoy — w" es una aplicaoii min-plus lineal :w®¥) = k+ w’ y
wWinv2) — V1 A ¥2.
1.2. FORMULA DE CRAMER

Las férmulas de Cramer
X:ed—bf y:af—ec
ad — bc’ ad—bc’
dan la soluah del sistema lineal (en el sentidasico) :
ax+hy=e,
cx+dy=f,

permitiendo resolver igualmente :

max(a+ x,b+y) =e,
max(c+ x,d+y) = f,

9



10 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS
por
x=max(e+d,o(b+ f)) —max@+d,ob+c)) ,
y=max(a+ f,&(e+c) —maxa+d,ob+c)) ,
donde e ca=ay

b si b>a,
max(b,©a) = 1oa si b<a,
a si b=a.
EJemPLO1.1. Parama=3,b=0,c=0,d =2,e= 5, f =5, obtenemos:
X = max(7,85) —max(5,e0)=7-5=2,
y = max(8, ©5) — max(5,60) =8—-5=3.
Puede verificarse que estos valores son sotuggl sistema lineal max-plus.
1.3. INF-CONVOLUCION DE FORMAS CUADRATICAS.

La convolucon de dos leyes gausianas resulta gausiana. De igual manera la
inf-convolucion de dos formas cuaatitas resulta cuadtica siguiendo los coefi-
cientes la misma ley. &K precisamente, notando :

Al/Xx—m 2
Qm,a(x):§< . > ,

ir;f [Qmo (V) + Qs X = Y] = Quim vozrzz(X) -

tenemos

1.4. GRAFOS DE EVENTOS TEMPORALIZADOS

Los grafos de eventos temporalizados (t&p’5, figura 5) son una subclase
de redes de Petri que siguen el siguiente sistema entrada salida lineal max-plus :

Xky1 = AXg @ BUy ,
Yk = CXk ,

en el cual el producto matricial debe considerarse en el sentido max-plus (sustitui-
mos la suma por el eximo y el producto par la suma)d significa maximo.

2. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS

Nos referiremos a las estructuras de semi-anillo y de semiuio’y aderas a
las estructuras particulares queastas se derivan.

DEFINICION 2.1. Unsemi-anillo(S, @, ®) es un conjunté junto con dos opera-
ciones®, ® que verifican :

1. @ es asociativa, conmutativa, y tiene elemento neutro
2. ® es asociativa, tiene elemento newyes distributiva respecto@y ¢ es
absorbente,esdecit @ a=a® e =¢,vVae S

En el caso en que el semi-anillo se@mpotentda ® a = a, Va € S) se
dice queS es undioide Cuando(S — {¢}, ®) es un grupo (todo elemento admite
inverso) se dice qug es unsemi-campo
Una estructura de atiulo sobre un semi-anillo sefamadasemi-nodulo.

CUADERNON® 28



2. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS 11

EJEMPLO2.2. Semi-anillos idempotentes :

| S | | ® | ¢ | e | Aplicacion [ Nombre]|
R U {400} min + +o0o| O | caminonas corto| Rmin
R U {400, —o0} | min + +o00| O | caminonascorto| Rmin
R U {—o0} max + —oo | 0 | camino nas largo| Rmax
RT U {400} |max| min 0 | 4oo | capacidad mXima | Ry .. i
[0, 1] max X 0 1
R+ max X 0 1 Rifax
{0, 1} U N 0 1 logica B
P(E*) U | prod. lat.| @ — lenguajes L

Semi-anillos no idempotentes :

| S|®|®]|¢c]|e]| Aplicacion | Nombre]|
[RT[+]x[0]1]probabilidad R* ]

A partir de estas estructuras elementales es posible construir estructuras vecto-

riales, las cuales tenain’'una estructura afoga.
En particular el conjunto de las matrices cuadradas con entradas en estas es-

tructuras y con el producto matricial adaptado :

[A® Bl = €P (Ak ® Byj)

k

posee la misma estructura que los escalares.
Analogamente, el conjunto de las sucesiones de escégyes posee la mis-
ma estructura que los escalares si se utiliza como producto a la covoluci”

(@) @ (b)), = P aob.

i+ =k

EJEMPLO2.3. 1. Producto matricial en max-plus
2 ¢ ® 5 el [7 2
3 5 3 el |8 5|°

2. Producto de polinomios formales en max-plus
(e®2x ®3x?) (5x @ 7x%) = 5x ® 7x? @ 83 @ 9x* & 10x° .

3. Notaciones en max-plus :
3¥?=3®3=3+3=6,
3/4=3-4=-1,

1
1=—,
V1 5
1 1 3
3B =3x-==.
“575
4. Algunas 6rmulas en max-plus :
a®b
@eb"=a"@b", min(a,b) = © )
adb

CUADERNON® 28



12 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS

3. ECUACIONES LINEALES

En esta seconi estudiaremos la ecuacdi‘afin general en una img/hita en
Rmax Tambin presentaremos resultados sobre el problema de punto o
Ax @ by del problema de autovalgkx = Ax en el caso en que la matr& sea
irreducible.

3.1. FUNCION AFIN Y ECUACION AFiN
La ecuaadn afin general en una imgnita enRy,,x €St dada por :
ax@b=axeb (3.1)
cuya soluadbn est dada por el siguiente teorema.

AR

_J Rmax

0 >

FIGURA 1. Una ecuaan afin.

TEOREMA 3.1. La solucin de la ecuaah (3.1) se obtiene de la siguiente mane-
ra:

1. si
<(é <a)y <b < 6)) o <(a <ay <6 < b)) (3.2)

L , beb
la solucon esuhica y est’dada por : © —;
ada

n

sia#a, b+ bysi(3.2) no se verifica, no hay solucionesfy;
3.sia=4a y b= Db, lasolucon no esunica y todas las soluciones ast”
beb
dadas por x> %;
4.sia# & y b= Db, lasolucon no esuhica y todas las soluciones ast”

dadas por x<x ——;
ad

5.sia=4a y b= Db, todo xe R es soluadh.

En la pectica, es mejor simplificar la ecuaai (3 1) antes de resolverla. Por
ejemplosia < ayb < b, entoncesx ®b = ax @ b < ax = b. Latabla 1 pre-
senta las diferentes ecuaciones simplificadas que pueden obtenerse de esta manera,
llamadas formas camicas de la ecuamin’ afn.

3.2. SSTEMAS LINEALES DE ECUACIONES
La ecuaadbn general afi en(Rmax)" €S :
Ax®db=Ax®b,

CUADERNON® 28



3. ECUACIONES LINEALES 13

| Ecuacion | Solucion|
ax=>b X =Db/a
axdb=c¢ no existe
axdb=ax X > b/a
axdb=>b X < b/a
ax®db=axdb| Rmax

TABLA 1. Las cawhicas ecuacionesiags.

la cual puede llevarse a su forma oaita de la misma manera que en el caso de
una sola inognita.

EJEMPLO 3.2. Consideremos el sistema :
3 2] [x:] [1] _ 4 1][x:] __[e]
e 2| x|®2] T 1 1] |x] @3]

el cual puede simplificarse de la siguiente manera (formargeay :

82-X1®1_-48-X1®8
(e 2| [ X% el |1 e]|X% 3

En el pioximo teorema trataremos el caso particlas Ax & b (punto fijo).
Notamos cory (A) el grafo de precedenciasociado a la matriz cuadrada
gue se obtiene asociando a cada columna de la matriz un nodo y a cada coeficiente
Ajj distinto dee una arco dg ai con pesaAjj .
TEOREMA 3.3. Si existeruhicamente circuitos de peso no positivo&) , en-
tonces existe una solwi'de x= Ax @ b la cual es&’dada por x= A*b donde

+oo n-1
AEPAN=FPA.
i=0 i=0
Adends si todos los circuitos tienen peso negativo esta sotuesiinica.

DEMOSTRACION. Si A* existe, entonced*b es soluadh pues
A(A*b) @b = (e® AA)b= A'b.

EXISTENCIA DE A*. El significado de& A*);; puede pensarse como earimo
peso entre todos los caminos de cualquier longitud que van del jnaboodoi.
Por lo tanto, una condieii necesaria y suficiente para la existencieAty;; es que
ninguna componente fuertemente conexg &) posea un circuito con peso posi-
tivo. En caso contrario, exista'un camino de¢ ai con peso arbitrariamente grande
para todos los nodosei pertenecientes a la componente fuertemente conexa que
contiene este circuito de peso positivo.

UNICIDAD. Supongamos quesea una soluori dex = Ax @ b. Entonces
verifica :

X=b®Ab® A’Xx =b® Abd --- & A b A . (3.3)

y entoncex > A*b. Adenss, si todos los circuitos del grafiA) tienen peso
negativo, entonces — ¢ cuandok — oo pues las entradas d& son los pesos
de caminos de longitukl los cuales necesariamente atraviesan circuitas(de

un ndmero de veces que tiendeacuandok tiende acco, y estos circuitos tienen

CUADERNON® 28



14 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS

peso negativo. Por lo tanto, utilizando esta propiedad y la emng8i3) parek
suficientemente grande obtenemos gue A*by

n—-1
A<edA A Vkz=n= A=A .
i=0

O

El siguiente teorema muestra la existencia de unaomauiax-plus aaloga del
valor propioi y vector propiox soluciones de la ecuami”:

ARX=ALQX.

TEOREMA 3.4. Si A es irreducible(A) es fuertemente conexo), existewmco
autovalor (pero posiblemente varios autovectores). Este autovalor es igual al
maximo ciclo medio d€ (A), es decir :

3 = maxl e

¢l
donde¢ varia sobre el conjunto de circuitos g A).

DEMOSTRACION.

EXISTENCIA DE X Y A. Consideremos la matriB = A/x. Entonces el peso
méaximo de los circuitos d§(B) ese. Por lo tantoB*y BT = BB* existen. La
matriz BT tiene algunas columnas con la entrada de la diagonal igealRara
probar esto, tomemos umesticek de un circuito; tal ques € argmax <1, / I¢];.
Entonces el peso aximo de los caminos desd#tea k ese. Por lo tanto tenemos
quee = Blj(. Representemos cdBik a lak-ésima columna d8. Entonces, como
en generaBt = BB*y B* = e® BT, para dich&k obtenemos :

B} = B} = BB} = B} = B} = ABj = ABj.

Por lo tantax = B}, = B’ es un autovector d& correspondiente al autovalbr
INTERPRETACON DE UN AUTOVALOR A. Seai un autovalor deA y seax

el autovector correspondiente. Entonces existe una componente nq, milga.

Como tenemos quEAX);, = AX;,, existe otraindicei, tal queA i, Xi, = AXi, ¥

entoncexi, # ¢ y Aj,i, # ¢. Podemos repetir este argumento y obtener una suce-

sion {ij} tal que : A, i, Xi; = AXi,_,. Xi; # ¢y A,_i; # ¢. En algin momento

debemos encontrar undicei; que ya figuraba en dicha suaasipues el nmero

de \értices es finito. Por lo tanto obtenemos un circ@ite: (i, im, ... , 141, 10).

Multiplicando a lo largo del circuito resulta :

- o oy o — M-Il g :
A1 Ai iy - At Xirga X -+ Xin Xip = A i Xipyg + oo iy -

Comox;; # ¢ para todaj, podemos simplificar en la ecuaai‘anterior lo cual

demuestra que™ '+ es el peso de un circuito de longitod— | + 1, o dicho de
otra forma,. es el peso medio del circuif
SI A ES IRREDUCIBLE, TODAS LAS COMPONENTES DE UN AUTOVECTORK
SON DIFERENTES DEe. Supongamos que el soporte xi¢vértices correspondi-
entes a componentes no nulas) no es todo el grafo. Entonces existen arcos que van
de \Brtices del soporte hacia otroartices que no eati en el soporte pu€ A) es
fuertemente conexo. Por lo tanto, el soportefdees nds grande que el soporte
dex lo cual contradice a la ecuaci Ax = AX.

CUADERNON® 28



4. SIMETRIZACION DEL ALGEBRA MAX-PLUS . 15

UNICIDAD EN EL CASO IRREDUCIBLE. Consideremos cualquier circuito

Yy = (i]_,... ,ip,i]_) .
Entonces tenemos que
AiipXiy < AXigy oy Aipip g Xipy < AXip, AipXi, < AXi; -
Por lo tanto, utilizando el mismo argumento que enagtafo de la interpretaoii

de un autovalok, vemos que dicha es mayor o igual que el peso medio de
Entonces. es el naximo ciclo medio y por lo tanto amico. O

4. SMETRIZACION DEL ALGEBRA MAX -PLUS.

En esta secori extenderemos el conjunRnax @ un conjunto ras grandes
(del cualRmax puede verse como la parte positiva) mediante la simetdnaie
la operaadn de naximo con el objetivo de obtener una clasasngrande de ecua-
ciones lineales. Pero, como veremos en ekimo teorema, si la extermi’ de®
al nuevo conjunt® es idempotente no es possible que la eareeid X = ¢ tenga
solucion.

TEOREMA 4.1. Todo grupo idempotente se reduce al elemento sulo

DEMOSTRACION. Seaa un elemento arbitrario de un grupo idempotei@ed)
con elemento nule. Seab el elemento siretrico dea. Entonces

a=adec=ad(@adb=@dadb=adb=c¢.
Por lo tantoG = {¢}. O

Consideremos el conjuni®?, ., que junto con las operaciones :

(X1, X2) @ (Y1, Y2) = X1 @ Y1, X2 D Y2) ,

(X1, X2) ®@ (Y1, Y2) = (X1y1 D X2Y2, X1Y2 & X2Y1) ,
es un dioide (semi-anillo idempotente) con elemento ile) y elemento unidad
(e, ¢). SiX = (X1, X2) Se definedx = (X2, X1), IX| = X1 D Xp Y X= X O X =

X® (6x) = (x|, |X]). En Rﬁmx se define la siguiente relaci 'de equivalencia :

X1®Y2=X2@®Y1 SiX1#XYY1#Y2,
(X1, X2) = (Y1, ¥2) Sixg=X20y1 =Y.

Esta relaah define tres tipos de clases de equivalencia

(X1, X2)R (Y1, Y2) & {

(t, —o0) = {(t,X) | x < t}, elementos positivos que forman el conjufifo,
(—oo,t) = {(x,t) | Xx < t}, elementos negativos que forman el conjustto,
(t,t) ={(t, O}, elementos balanceados que forman el conjghto

La relacon de balance o equilibrio definida por :

(X1, X2)V(Y1, ¥2) © X1 D Y2 =X D Y1,

no es una relaon de equivalencia pues no es transitiva como lo demuestra el si-
guiente ejemplde, 1)V(1, 1)V (1, ¢) pero(e, 1) no est balanceado cofd, ).
La relacon de equivalenci® es compatible con la suma y la multigdicion

deRZ_,, con la relaadh de balanc& y con los operadores, |-|y * . Se llama
entonces cofs = S® US® US* al algebra simetrizad@? /R deRmax. Este con-

juntoS es un dioide con la sumay la multipticdn heredadas de las operaciones

CUADERNON® 28



16 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS

o

ol

X1

\4

|®1

FIGURA 2. Los tres tipos de clases de equivalencia.

deR?Z,.,. El conjunto de los elementos con signo se define cBine- S® U S°.

Para la manipulaori de ecuaciones la relaci’R es menos @ctica quev pues :
a=bwaobvVe VabeSY,
en cambio
aobResa=b=c¢.
Los siguientes resultados pueden demostrarse.

PROPOSICDN 4.2. La relacion V verifica las siguientes propiedades :

1. ava.

2. aVb & bva.

3. avx,xVbyxeSY = aVh.
4. aVbyabeSY = a=h.

TEOREMA4.3. Seaac S} =SY —{e} yb e SY, entonces x= ©b/a es launica
solucion del balance

ax @ bVve

gue pertenece 8".

Se puede extender de manera directa los balances al caso vectorial. Las propie-
dades anteriores son tarahitdlidas cuanda, b y a son matrices de dimensiones
apropiadas. Consideremos ahora una sohucié (Rmax" de la ecuaan

AXdb=Cxad. 4.2)
Entonces por la definioii de balance se verifica que :
(AeCO)x @ (bod)Ve. 4.2)
Supongamos ahora guess una solucih positiva del balance (4.2), entonces
AXe® bVCxad.

conAx @b e (S®)", Cx @ d e (S®)". Utilizando la proposiahn anterior obtene-
mos :

AX®b=Cx®d.

Por lo tanto, el conjunto de soluciones del sistema (4.1)Repn0" €s igual al
conjunto de soluciones positivas del balance 4.8'%nes decir que estudiar el
sistema de ecuaciones (4.1) se reduce a resolver los balances lineales (4.2), para
los cuales tenemos el siguiente teorema.

CUADERNON® 28



5. POLINOMIOS, FUNCIONES RACIONALES Y ECUACIONES POLINOMIALES. 17

DEFINICION 4.4. SiA € S™" entonces se define :
n
det(A) = (P sgn(o) X) A -
o i=1

Aijj — cofactor; (A) ,
donde el signo de la permutacic se define como :

e Ssio espar,

sgn(o) = {ee Sio es impar.

TEOREMA 4.5. Sea A una matriz ix n con coeficientes &) entonces
1. AA'V det(A) e.
2. Si p(r) £ det(A o re), entonces PA) Ve (version max-plus del teorema
de Cayley-Hamilton).
3. Sidet(A) € SY y A’b € (S¥)", entonces existe unanica solucdn de
AxVDb en(S¥)" la cual esti dada por : x= A*b/ det(A).

EJEMPLO4.6. 1. 362:3;93692=63;5693:3;563:63;5

ol=201=2.
2. Consideremos el sistema

L= L8]

det(A) =367=067,

entonces

det[g g]=799=99:>x1=99/97=2,

det[i 2]:799:99:@:99/97:2.
1 3][2] _[5
4 2(|2| 7 |e|"

Verificacion :
lea 3 ] o
det[ 4 29/\]—(16/\)(29/\)97_x oM.

ro2ae7e=|" 2ol 3ol E|=|7 3.
6 7)%6 4/ 7/ |5 3

5. POLINOMIOS, FUNCIONES RACIONALES Y ECUACIONES
POLINOMIALES.

En esta secoii estudiaremos a las funciones polinomiales, racionales y a las
ecuaciones algebraicas Bpax. Mostraremos tambii que ciertas ecuaciones de
gradon tienenn soluciones.
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18 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS

DEFINICION 5.1. Consideremos el conjunto de secuencias finitas de elementos de
Rmax de cualquier longitud :

P= (Pik<i<n- k.neN, pie€Rnax,
junto con las siguientes operaciones :

1. la suma componente a componebte
2. la sup-convolugh® de secuencias, es decir :

Pod; = P meq.
kH =i
Entonces este conjunto es representado comddA0Rmax[y] y sus elemen-
tos reciben el nombre dmlinomios formales

Este conjunto con las operaciones anteriores es un dioide.
Notemos que si definimos el polinomio formabor :

e sik=1,

€ encaso contrario .

n
entonces cualquier polinomio formplpuede escribirse comp= @ py'.
I=k

DEFINICION 5.2. Asociada a cada polinomio formplpodemos definir unéun-
cion polinomialpor :

P:X € Rmaxt> P(X) = pkxk @ ® pPnX" € Rmax -
El conjunto de las funciones polinomiales se represent®giimax).

A cada polinomio formal le corresponde umai¢a funcon polinomial, pero el
redproco no es cierto como lo muestra el siguiente ejemplo :

X°D2=X®1?>=x’D IX D2, VX € Rmax,

es decir que los polinomios formalé? ¢, e) y (2, 1, e) tienen asociada la misma
funcién polinomial.

A Rmax
-2
1
Rmax
0 >

FIGURA 3. El gréfico(x & 1)2.

La funcidn
EvipeRmax[yl = peP,

recibe el nombre daomomorfismo de evaluaxiy est relacionada con la trans-
formada de Fenchel por la siguientgrfiula

[E @I =px)=Ppex = SUp(ix + pi) = [Fe (=P1 () .
ieN le
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5. POLINOMIOS, FUNCIONES RACIONALES Y ECUACIONES POLINOMIALES. 19

cuando se piensa jp como una fun@h dei que va deN en Ryax Utilizando
a la funcon &, se define una relagi de equivalencia sobi®,ax[y] dada por :
pE,q < P = §. Entonces cada clase de equivalenci®dgx[y] /€, posee un
representante maximaf y se puede probar qu# es la envolventearicava dep.

Como p* es una fun@h adncava verifica :

ff f g
P Y P
:)—;—1 - k+2 > ... > jn ‘ (51)
k

f
Prs1 Pn-1

TEOREMA 5.3. Siun polinomioformal p= pix*@®- - -@ pnx" verifica que p= p*

entonces p puede factorizarse como :

n
p=pQxa&x),
i=1

donde
Pn—i

X = .
Pn—i+1

DEMOSTRACION. Comop = p* tenemos que por (5.1) los verifican :

X1 =ZXpg= = Xn.

n
Sig = pn @ (X P xi) entonces a tras de un alculo directo resulta qug,_k =

i=1
pnok dondeoy es elk-ésimo producto siettico de losx; , es decir :

n n
61=®Xi, 62=®Xin,...
i=1 i#j=1
k

Debido al ordenamiento de las resulta entonces qug = ) x; y por lo tanto
j=1

k
Pn-1 Pn—k
Kk = Pnok = Xj = = Pk »
On—k = Pnok pn@ i = Pn on nkra Pn—k

es decir

p=q=pn®(xeaxi) :

=1
O

DEFINICION 5.4. Dadas dos funciones polinomiafeyg § de gradan y m respec-
tivamente, la igualda@(x) = §(x) se llamaecuacon polinomial Las soluciones
de esta ecuaaii se llamamaices El gradode la ecuaah es el entero mag, m).

Algunas ecuaciones polinomiales tienerwes’y otras no. Por ejempbd] = a
tiene como r& ax = J/a, es decirx = a/n en eldlgebra convencional. Por otro
lado, la ecuadna @ x = ¢ no tiene raes. El siguiente teorema caracteriza una
situactn en la que una ecuaci polinomial de grada tiene exactamenteraices.
TEOREMA 5.5. Sea

A 2 2k
P(X) = Po® P2X" D --- & pakX",
A 3 2k-1
q(X) = p1X @ psX” @ - - - D Pak-1X ;
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20 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS

donde
Pok-1 > Pok—2 S>> Po
P2k Pak-1 P1
0 equivalentemente ® g = (p @ q)*. Entonces la ecuaeii polinomialp (x) =

g (x) tiene2k raices dadas por :

xi= Pl k.

P2i
DEFINICION 5.6. Dadog, ..., Pn, Jo, - - - » Gm € Rmax Pn Y Om # &, lafuncién
racionalf asociada con estos coeficientesekita por :

n
Fix e Rmax> F(X) = Po® & PnX € Rmax -
Qo -+ D gmx™
Una funcon racional es igual al cociente (resta habitual) de dos funciones poli-

nomiales y por lo tanto es continua, seccionalmente lineal, con pendientes enteras,
pero ya no es necesariamente convexa ni creciertibzdndo el teorema de fac-
torizacdn de polinomios se puede escribir a toda fondiacional de la siguiente
manera :

’

]

X x@®ac)
f(x) = ai=t

® (x@d))
j=1

lo que indica que una funei racional tiene una pendiente que aumenta en uno en

cadaraiz simple y desciende en uno en cada polo simple.

’

3|

6. NUCLEO, IMAGEN Y PROYECCION DE MAIRESSE

El objetivo de esta seamn’es familiarizarse con las agéenes y los “a¢leos”
de aplicaciones max-plus lineales. Nosotros las representamos en el @&y de
RR3 utilizando la progccion de Mairesse.

DEFINICION 6.1. SeaF : X — Y una funcon lineal desde el semi-mdulo X en

el semi-noduloY. Entonces la imagen dé (ImF) y el nicleo deF (kerF) se
definen como :

ImF ={F (x) | x e X},
kerF = {(x},x?) e X2 | F (x}) = F (x?)} .
Una congruenciasobre un semi-wmdulo X es una relacdh de equivalencia
R C X x X que verifica :
1L. X\, yY)ER=— X®ZYDP2 <R,
2. (X, ¥) € R = (ax,ay) € R.
Entonces al conjunto de las clases de equivalencias por una congruencia se las
puede dotar de las operaciones “inducidas” por las operacion¢sde las cuales
resulta un semi-wdulo que se representa c¥fR. Claramente kefF define una
congruencia.
TEOREMA 6.2. Si F es una funan lineal desde el semigdulo X en el semi-
médulo Y, entonces existe unico isomorfismd : X/ kerF — ImF , tal que
F(y) = F(x) si x € y donde lasy son las clases de equivalencias dgkérF
definidas pory = {x | F (x) = y}, Yy € ImF.
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6. NUCLEO, IMAGEN Y PROYECCON DE MAIRESSE. 21

Nosotros tenemos evidentemente la pastick = | y .
y

EJEMPLO6.3. ConsideremoX =Y =R2_. vy F (x) = Ax donde

.

Entonces la imagen de esH representada en la figura 4.

~

-0 o

C

6

~ 00 © 000 o000 C

_ 090000 0°©%0O0

X/ker A

1

O 00 o0 o9 O O
0°00o0g50°%0
O 0 A A~ A~

o0 900 O0¢g 0 -

o9 o o9 o
o

f—

o o
N OOOOO [e]

¥ O b 00 oY O o
5 0|9 0 0 O0pg 0 O

A

FIGURA 4. Imagen y mcleo de una funoi lineal.

Calculemos elu¢leo deF (en realidad las clases de equivalenciaXd&erF).

1. Siu pertenece al interior de Ifm entoncesu se descompone de manera
Unica de la siguiente forma= y @ z con

Im0 zlm0
y € ol € IR

y entonces existe wmicox tal queu = Ax.
. 0 A , -
2. Siuelm S| = U=]0 y entonces la pre-imagen deno esunica ya
quexs =AYy X2 <X1 Yy (=DX2 < 2xX1 = X2 < X1.

3. Siu € Im [_01] = U= [(—)i)k] con lo cual la pre-imagen deno es
Unica pues; = A yadenasx; < Xz Y 2X3 < (DX = X1 < (—=3)X2.
En figura 4 se pueden observar las clases de equivalencislasF.

EJEMPLO6.4. Proyec@h de Mairesse.

En el caso d&X = (Rpay)® se pueden representar los subserndalds de
(Rmax utilizando la progccion de Mairesse. Nosotros representamos el conjunto
de puntos de un semigduloK C (Rimax)® por un subconjunto d&? obtenido
al proyectarK ortogonalmente sobre cualquier plano ortogondl,d., 1). Como
K es cerrado con respecto a la multigleidn por cualquier escalar, es decir a
la suma habitual del vectdk, A, 1), el semi-noduloK esta bien determinado por
su proyecadh. En el gafico 5 se representan (proyec. de Mairesse) senaidos
generados por dos generadores (es décit Im(F) dondeF (x) = Axy Aesde
dimenson 3 x 2) o tres generadores.
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22 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MODULOS
1Y

2 generadores

§ ( ] ?
3 generadores

ﬁ)/ y . . .

FIGURA 5. Semi-nodulos de(Rmay® generados par dos y tres generadores.

6.1. INDEPENDENCIA DE UNA FAMILIA DE VECTORES

DEFINICION 6.5. 1. Unafamilia generadorade un semi-radulo X es una
familia {x; };c, de elementos dX tal que para tod® € X existe una familia
{ai}ic, de escalares, siendols’'un nimero finito de ellos no nulo, tal que
X = @ o Xj .

iel
2. Un semi-nodulo se dicdinitamente generadsi tiene una familia genera-
dora finita.

3. Lafamilia generadorf;};., esindependientesi

Poixi =P pxi = ai=p, Viel.

iel iel

EJEMPLO6.6. Los vectores :

€ e e
pr= (€|, P2=|€|, P3=|€
e e €

no son independientes pups® p2 = P2 P Ps.

7. NOTAS

Este captulo est basado en una parte del dafd 3 de [7/]. La idea de es-
tudiar las estructuras algebraicas idempotentes se remoBih &|[ primer libro
sistenatico sobre ehlgebra max-plus efl]. Otras buenas referencias sa]
(capitulo dedicado al algebra de caminoshé||

LExisten muchas definiciones de la mutide independencia. La defirdai‘que utilizamos
agu’ permite asegurar la existencia y la unicidad de coordenadas ya que se dispone de una base
(familia generadora independiente) de un serodnoi6. Cabe remarcar que un senvgnlo no
admite siempre una base. Los senteulos que admiten base se diddmes. El semi-nodulo
(Rma" €s libre teniendo como base el conjunto de generadores de la feyma, e, - - - €). Es el
Gnico tipo de semi-mdulo libre.
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7. NOTAS 23

Desarrollos importantes sobre simetrizacipueden encontrarse €d7]. El
trabajo original sobre esta simetrizaiés p7]. Esta simetrizadh tiene r& en
[45].

En [24, 58, 37, 42, 16, 56, 71, 72, 15, 18] pPieden encontrarse discusiones
mas o0 menos completas sobre senaelmlos.

Los polinomios max-plus son estudiados de manera siteanpor primera
vez en R5).
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CAPITULO 2

Dualidad entre probabilidad y optimizacion.

Presentaremos a continuakitn “cdlculo de probabilidades idempotentes” en
el cual a cada evento @stisociado un costo en lugar de una probabilidad. La
teona se desarrolla de manera paralelaatuelo de probabilidades mediante la
sustitucon del semi-anillo habitudlR, +, x) por el semi-anillo idempotent® U
{+o0} , min, +).

1. MEDIDA DE COSTO

Representemos cdy,i, al semi-anillo idempotentéR U {400}, min, +) con
la métrica definida por la distancia exponendaéx, y) = |exp(—x) — exp(—y)|.

Llamaremogspacio de decisiia(U, U, K) dondeU es un espacio topodjico,
U es el conjunto de los conjuntos abiertos g K es una fun@h deld enRpin
tal que :

1. KU) =0,
2. K@) = +oo0,
3. KU An) = @ K(A) = inf (K(An)), YA, €U.

U es el conjunto de decisiones posibldg gs el conjunto de dominios admi-
sibles. La funadh K se llama medida de costo. Un conjunto de medidas de costo
K se diceapretadosi

sup inf K(C°) = +o0,
C compactacU KeK

dondeCF® designa al complementario @ Una funconc : U — Ry, tal que
K(A) = @ c(u) = in};c(u), VA c U se llamadensidad de costde la medida
ue

ueA

de costdK.

TEOREMA 1.1. Dada una funah ¢ semicontinua inferiormente (s.c.i.) con valo-
res enRmin tal queinf, c(u) = 0, la funcion A€ U +— K(A) = infyca c(u) define
una medida de costo &b, /). Recprocamente, cualquier medida de costo defini-
da sobre los conjuntos abiertos de un espacio tog@d con una base numerable
admite unauhica extengih minimalK, a P(U) con una densidad de costo ¢ que
es una funah s.c.i. en U la cual verifica queaf, c(u) = 0.

EJEmMPLO1.2. Utilizaremos las siguientes densidades de costo definid&s en

400 SiX#m,
0 SiX=m.

1. xm(X) = {

2. Mo (x) £ % lo~t(x —m)|”, para 1< p.
3. Omo & M7,

25



26 2. DUALIDAD ENTRE PROBABILIDAD Y OPTIMIZACION.

DEFINICION 1.3. Tomemod) = R? y seac(xy, X») una densidad de costo sobre
U. Entonces se define tlensidad marginatomo :

Cx, (x1) = EP cxa. x2).

X2
La densidad condicional se define por :
C(X1, X2)

B c(xq, X2)

Cxy|%, (X1, X2) =

Lainf-convoluconde densidades estlada por :

(cx, Kcx,) (x) = leirQ;czx [Cx, (X1) + Cx,(X2)] -

EIEMPLOL1.4. Om; .00 X Omy.0, = Omo, dOndem=my+mp y o = /o1 + 02.

Sea
. 1/X—m 2 1/Xo—my 2
= inf = = .
$(X) ML (2< o1 > + 2< p >

Consideremos el Lagrangiano

1/x1—m\? 1/% —mp\?
L(Xl,Xz,)»)=—<1 1> +§<2 2> + A (X — Xy — Xo).

2 o1 o2
Entonces
oL X1 — My )
Xy o2 X{+Xo—M—Mmp X—m
1 _ _
= A= =
_OL _e-m of +03 o?
dX2 622
Por lo tanto

alzkz JZZAZ 1/X—m Z_Q )
2 2 oM
1.1. REPASO SOBRE LAS DISTRIBUCIONES ESTABLES
DEFINICION 1.5. X es unalistribucion establesi :
VA, B, 3C, D : AX; + BXo >~ CX + D, Xq, Xoidd.y Xid.

donde significa idBnticamente distribudo y i.i.d. independiente entitamente
distribudo.

TEOREMA 1.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :
1L Xi+ Xo+ -+ Xpxdi X +an, Xi,---, Xpestniid. y Xi.d.
1 /0 L
2. 3(Yn), (dn), (an) : d—<ZYi>+an—> X.
n \i=1
3. X es estable.

OBSERVACION 1.7. Las variables aleatorias establesa'rinés(s(ﬂ,g) verifican :
EeXFX|6X) — e—O'p/|9|p/+im0 ,
donde¥p+1/p=1,1<p.
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2. VARIABLES DE DECISON. 27

Se tiene entonces el siguiente resultado :
Xl ~ S’?\l,tfl
Xo ~ S?\z,az

donde~ significa “tiene distribu@h” y hemos supuesto qu€; et X, son inde-
pendientes.

= X1+ X~ SP

/ / N
m1+m2,(alp +02p Y/

2. VARIABLES DE DECISION.

Las variables de decimn son las aalogas a las variables aleatorias. Para es-
tas variables de decwi’existe un aalogo de todas las nociones habituales como
media, varianza, funoii caractastica, etc.

DEFINICION 2.1. 1. Unavariable de decigin X sobre(U, i/, K) es una fun-
cion deU enE (un segundo espacio topgjico). Ellainduce una medida de
costoKx sobre(E, B) (B representa el conjunto de los conjuntos abiertos
de E) definida pofk x (A) = K, (X"1(A)) paratodoA € B. La medida de
costoKx tiene una densidad de costg. CuandoE = R, llamamos aX
variable dedecison real cuandoE = Rpin, la llamamosvariable costo

2. Dos variables de decwsi’se dicerindependientesuando :

Cx,Y (X, y) = Cx(X) + Cy(y).

3. Elbptimode una variable de decisi’'est definido por

O(X) £ argminconv(cy) (X)
xeE

cuando el mimo existe, donde conv representa la envolvente convexa s.c.i.
y argmin el punto donde se alcanza ahimio. Cuando una variable de
decisiin X con valores en un espacio lineal verifica ueX) = 0 decimos
gue esd’centrada

4. Cuando ebptimo de una variable de de@siX con valores efR" esunico
y cuando cerca delptimo tenemos :

1
comv(ex) (0 = o=t (x = 0X)|® + o (Ix = X)),

decimos queX es de orderp y definimos lasensibilidad de orden por
SP(X) =o.
5. Elvalor de una variable costg esV(X) £ infy (X 4+ cx(X)).
2.1. ESPACIO DE LAS VARIABLES DE DECISON.

Podemos introducir espacios de variables de datigiie son los aldgos a
los espacios.P.

TEOREMA 2.2. Para p > 1, los nimeros
) 1
IX|p £ inf {o : P l(x — O(X)) /o |P < Cx(X)} y IXllp £ 1X]p+ 10O(X)] ,

definen respectivamente una seminormay una norma sobre el e§gad® las
variables de decisin reales que tienen umicodptimo y tales quéX||, es finita.
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28 2. DUALIDAD ENTRE PROBABILIDAD Y OPTIMIZACION.

DEMOSTRACION. Mostraremos solamente qi¢ + Ylp < IX[p+IY],. Supon-
gamos queX e Y estin centradas. Sean y oy tal que|X|, < o1, Y], < o2.
Puesto que

. 1|X|P
|X|p=|nf{a:0§V<—— — >} ,
o Plo
y adenas
1 X Y 1|X|P 1|Y]|P
[y D] -mol (35N~ (]
p o1| |02 plo1 p o2
resulta de
XY o Mg
01+ 02 01+ 02 01 o1+ 02 02 o1 02
que
p
O§V<—E X+Y >
plo1+o02
Por lo tanto hemos probado queX + Y|, < [X[, + [Y]p. O

El siguiente teorema tandm’ puede demostrarse.

TEOREMA 2.3. Para dos variables de decmi'reales X e Y que sean indepen-
1 1

dientesy parale Ry B + a = 1 se verifica :

1. OX+Y)=0(X)+0),

2. O(kX) = kO(X) ,

3. SP(kX) = |k| SP (X) ,

4 [SP (X +Y)]'O = [S"’(X)]IO +[”S'°(Y)]'O

5. (1X+Ylp)" < (1IXIp)" + (1Y1,)"
2.2. TRANSFORMACION DE FENCHEL.

El rol de las trasformadas de Laplace o Fourier erakduwd6 de probabilidades
es jugado en elat€ulo de decigifn por la transformaori de Fenchel .
DEFINICION 2.4. Latransformada de Fenchefe( f) de una funan f con valo-
res enRin est definida por :

[Fe(£)](0) = S)l(lp(X-G — £

Las propiedades importantes de la transformracié Fenchel eat dadas en
el siguiente teorema.
TEOREMA 2.5. La transformada de Fenchel tiene las siguientes propiedades

1. Fe(Fe(f)) = f, VT convexa, s.c.i. y propia (nunca igual-aco) o si
f = to0.

2. fe(f &g) = fe(f) +fe(g)-

3. Fe(f +9) = Fe(f) X Fe(g) donde f,g son s.c.i., propias y existe x tal
que f(x) y g(x) son finitas y una de las dos funciones es continua en x.

DEFINICION 2.6. Lafuncidn caractersticade una variable de deosi’X est
definida por :

F(x) = Fe(Cx) -
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1 , 1 1
EJEMPLO2.7. FIME ;) () = om + > lo6|P  donde 5 + = =1
2

/

3. SERIES DE VARIABLES DE DECISON.

Puede definirse el aldgo de las topolags utilizadas enaltulo de probabil-
idades para las variables de deaisilos teoremas dentiite clasicos del alculo
de probabilidades tenain’entonces sus alogos para las variables de deoisi”

DEFINICION 3.1. Para una sucesi de variables de dectsirealeg X, n € N},
medidas de costi, y funcionesc, desdeJ (espacio topagico con una base de
entornos numerable para cada puntoRgf, se define :

1. X, € LP converge en p-normhaciaX € LP representado poX, LN X,
si

lim | X — XJlp =0
n

2. X, converge en costbacia X representado poX, X, X, si para todo
€ > 0 tenemos que limK {u | | X, (u) — X (W] > €} = 400 ;
3. X, convergecasi seguramentieaciaX representado poX, =% X, si

K{u [ 1im Xn(U) # X(u)} — to0;

4. K, converge dbilmentehaciaKk representado pdf, —> K, si para toda
funcién f : E — Rpin continua y acotada inferiormente se verifica que
limn Kn(f) = K(f) dondeK(f) £ inf, (f(u) +c(u)).

. . epi .
5. ¢, epi-convergéaciac representado pay, — C, Si

Yu, VYu, — u, Iimninfcn(un) > c(u),

Yu, Juy — u:limsupcy(uy) < c(u) .
n

1
2n

FIGURA 1. cy(X).
EJEMPLO3.2. La sucesin de funciones, representada en la figura epi-converge

ala funcon :
6(x) = {O six=0,

1 six#0,
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30 2. DUALIDAD ENTRE PROBABILIDAD Y OPTIMIZACION.

la cual es distinta alithite habitual de la sucemi’que es la funoii idénticamente
uno. Si definimos

Cn sines par,

On = 1 . .
. — SIn es impar,
Cn< + 2n> i imp

entoncegy, epi-converge hacia perog, no converge en el sentido habitual. Por
lo tanto : epi-convergencia convergencia simple. Si definimos :

_Jen—1 sin es impar,
"7 l2@c,—1) sinespar,

entonced,, converge de la manera habitual a la funrcidénticamente nula pero
no epi-converge. Por lo tanto : convergencia simplepi-convergencia.

DEFINICION 3.3. Una sucesii K, de medidas de costo se diasintiticamente
apretadasi
sup  liminf K,(C® = 4o00.
CcompactacU "

TEOREMA 3.4. SeaK, una sucesifi de medidas de costo agititamente apreta-
da. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes :

1. K, = K
2.
Iimninf Kn(F) > K(F), VF conjunto cerrado ,
limsupK,(G) < K(G), YG conjunto abierto ;
n

epi
3.cn—p>c.

Las diferentes clases de convergenciarselacionadas por el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 3.5. Tenemos las siguientes implicaciones.

1. Convergencia en p-norma implica la convergencia en costo (es falsa la
inversa).

2. Convergencia en costo implica la convergencia casi segura (es falsa la in-
versa).

3. Para las sucesiones asottCamente apretadas, la convergencia en costo
implica la convergenciaebil.

DEFINICION 3.6. Una sucesii de variables de decisireales independientes y
de idgntico costoc (i.i.c.) sobre(U, U/, K) es una funan X deU enRY que
induce la densidad de costo :

o0

Cx(X) = Y _C(Xi), VX = (X0, X1,...) € R".
i=0
Tenemos ahora el atogo de la ley de los grandeaméros.
TEOREMA 3.7. Dada una sucesii { X, , n € N} de variables de decisil i.i.c.
pertenecientes AP , p > 1, tenemos:
1 N-1

YN éﬁzxn—ﬂ@(xo),
n=0
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4. MECANICA ESTADISTICA Y TRANSFORMADA DE CRAMER. 31

donde la convergencia puede tomarse en el sentido de casi seguramente, costo y
p-norma.

Tambin tenemos el @ldgo a la ley delithite central.
TEOREMA 3.8. Dada una sucesii { X, , n € N} de variables de decisii i.i.c.
centradas de orden p y con costos s.c.i. y convexos, tenemos :

1 N-1

N w p
ZN = NP Zo Xn —> Mo spixg) »
n=

donde l+%:1
p p

Porultimo tenemos el aaldgo del teorema de las grandes desviaciones.
TEOREMA 3.9. Dada unasucesii{X, , n € N} de variables de decisiii.i.c. de
densidad de costo apretada c, tenemos :

1
HC(X1+“'+Xn)/n = conv(c).

4. MECANICA ESTADISTICA Y TRANSFORMADA DE CRAMER.

Mostraremos como la transformada de Cramer aparece en lanibas-
tad'stica y veremos cuales son sus propiedades.| Agwistema mexiico sig-
nifica un sistema con unumiero finito de estados y min-plus lineal. as pre-
cisamente, consideraremos ebbtjo de un sistema de parlas independientes
(gas perfecto) construyendo un gran sistema min-plus compuesto por subsistemas
min-plus independientes. Luego calcularemos la distrdoudg Gibbs de los sub-
sistemas min-plus utilizandoetddos disicos de mexriica estadtica. En este
calculo aparecerhaturalmente la transformada de Cramer.

DEFINICION 4.1. Elproducto tensoriatle dos matrices min-plus rectangulares
y B es el tensor min-plus de orden 4 representadder A® B con coeficientes

Civizisi = Ajiis @ Biyi, = Ajjiy + Biaiy -
En el conjunto de dichos tensores se define el producto :

[C ® Dlijiskuke = @ (CilizjljZ ® DjljzklkZ) :

j1.)2

PROPOSICDN 4.2. Dado un conjunto de m matrices min-plusiseducibles con
autovalores,; y autovectores X, tenemos :

OnJlox)-[@r]lox]

Consideremos ahora un sistema compuestbl deibsistemas independientes
(particulas) dek clases diferentes definidos por matrices (min-plag), i =

1, ..., kquesupondremosirreduciblesy con autovalared.a particon(N;, i =
1,...,k)ycon) ; N; = N de losN subsistemas entre lagosibilidades define la
probabilidad :
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32 2. DUALIDAD ENTRE PROBABILIDAD Y OPTIMIZACION.

El nimero de formas posibles para obtener una distridrugidada es :
N!

M= —F—.
N1!Na!- - Ny!

K

Luego se puede mostrar q8e= (log(M)/N) ~ — 3 p; log(p;) cuandoN —
i=1

+00

Supongamos que conocemos el autov&lodel sistema completo (el cual
puede interpretarse como la energotal del sistema completo). Entonces por
(4.1) tenemos :

k
E=Q) 0N,
i=1

es decir:

E

Uéme=N. (4.2)

La distribucon de Gibbs se define como aquella que maxin8zentre las
distribuciones que verifican (4.2).
TEOREMA 4.3. La distribucion de Gibbs esttada por :
Aj
e
donde) es el punto donde se alcanza edximo en
Cu(U) = max[6U — loglg )] .

pi(0) = (4.3)

yene

DEMOSTRACION. La funcidn p — —S(p) es convexa. Por lo tanto debe-
mos minimizar una funoi convexa sujeta a restricciones lineales. Consideremos
el Lagrangiano :

L@.n.p) =) [p Iogpi]+,u[1—2i:pii| +e[u —ini,\i} .

El punto de ensilladur@, 1, p) donde se alcanza el mamax, minp L (6, 1, p)
nos provee la distribuoii de Gibbs. Primero resolviendo maxing L (6, i, p)
obtenemos (4.3). Para calcutacomo funcon deU debemos maximizar el La-
grangiano con respect®a, es decir

— A
meax{eu log [Z e i| } ,
lo cual puede escribirse como :

max[6U — loglg (e")] - logk ,

Si A es una variable aleatoria con distribmictiniforme sobréi; }i—1 . - O

e

DEFINICION 4.4. Latransformadade Cramet es una fun@n deM (el conjunto
de las medidas positivas soli®8) enCx (el conjunto de las funciones @& en
Rmin cONvexas, s.c.i. y propias) definida gb& Fe o logo£ donde :

CUADERNON® 28



5. DECISON GENERALIZADA. 33

1. Fc eslatransformada de Fenchel,

2. L es latransformada de Laplace, es dgcie> [, € 1 (dx).

La transformada de Cramer tiene la propiedad cambiar las convoluciones por
inf-convoluciones y entonces lleva variables aleatorias independientes en variables
de decisdn independientes. En la tabla siguiente se resumen los principales ejem-

plosy propiedades de la transformada de Cramer cuandd.

[ M [ log (£ (M) = Fe (C(M)) | CM) |
W ¢, (0) =log [ €*du(x) |c,(x)=sup (6.x—€(H))
0 —00 400
da fa Xa
distrib. de Gauss mo + % |0.02 ME,,
W* D ¢, + ¢ c, Xc,
mo= [ ¢ (0) = log (mo) infy c(x) = — log(mo)
mg=1 c0) =0 infyc(x) =0
mo=1 m= [xu ¢0)y=m c(m) =0
m=1 m= [x°u| €0 =0c22m—m? c’(m) = 1/0?
ki log(k) + € ¢ — log(k)

5.

DECISION GENERALIZADA.

La imagen de(R*, =+, x) por una funadn morotona permite construir otros
semi-anillos y otrosaculos de decisin como por ejemplo ciertas clases de co-

mandos estasticos.

5.1. SMI-ANILLOS INDUCIDOS POR UNA FUNCON MONOTONA.

Consideremos una furam’g : [a, b] — [0, o) mondtona. Definamos las

operaciones:

Vu,vela b, {

udv
Uu® v

=gt g +g®) ,
=g (g xg)) .

Entonces puede demostrarse el siguiente teorema .

TEOREMA 5.1. El conjunto([a, b], &, ®) tiene una estructura de semi-anillo con
e=g 10 ye=g D).

EJEMPLOS.2.

2. Sig:x € [0, 0] — x~1 € [0, oo] entonces

Uupv=

1
1 1

u v

1. Sig: x € [0, 00) — X2 € [0, 0o) entonces

Uud v =+VU?+ 2,

U®uv=uxv.

URQuv=uUxuv.
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34 2. DUALIDAD ENTRE PROBABILIDAD Y OPTIMIZACION.

3. Sig: x € [—00,0) —> e ¢ [0,00), a > 0, entonces

1
u@v:alog(ea“+ea”), UQuv=u+v.

5.2. OPERADORES LINEALES INDUCIDOS

Dado un operador lineah se puede definir el operad@® inducido porg
como :

Agzg_lvog.

EJEMPLOG.3. 1. Seay(x) = x?y A el producto matricial. Entonces

(C®B)j =(DCk®Bg = [> cf xbf.
k k

2. Seag(x) = €**y A el operador derivada. Entonces

a9 . 4, d 1 od o arr 1 df

&f—g O&(gof)—aln&[e ]—f+5|n a& .

Este operador tiene propiedadealagas al operador derivada habitual. Por
ejemplo

d? dogf; ddf,
— (f fo)=—Q f f .
dx(1® 2) dx®269 1® I

3. Seag(x) = €®*y A el operador integral. Entonces

/f(x)®d9x=g—1 </ g[f(x)]dx> .

Por ejemplo :

loga

y 1 y

d9% = = | dx =y — — .
/x® X aog/e X=y 3

0 0

5.3. APLICACION AL CONTROL ESTOQSTICO.

Consideremos la ecuaci'no lineal en derivadas parciales (llamada earaci”
de Burgers) :

au 1 /au\? cadu
0X

T ——-——=0,
ot 2 2 9x2
parax € R y t > 0 con condiadn inicial u(x, 0) = up(x) dondec es una
constante positiva. Si tomamggu) = e~%/¢ entonces la solucii de la ecuaoin

anterior esi’dada por :

o2
ux,t) = % [IOQ(ZnCt)@/ |:(X S) i|®u0(s)dgsi| .

2t

La ecuaadn de Burgers es lineal en el senti@p, ®).
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6. NOTAS

El origen de esta dualidad entre al@ilo de probabilidadesy la optirgcion
se remonta al principio de correspondencia de laamiea’ cantica que permite
encontrar la ecuasii de Schrodinger de un sistema a partir del Hamiltoniano del
sistema @sico correspondiente. Esto ha conduchlg |y luego [62] a construir
una teora de medidas idempotentes.

Otro origen para esta dualidadamfeciente e independiente, se encuentra en
el principio de grandes desviacion@§] del calculo de probabilidades.

La explicitacon de un formalismo para la optimizaai ardlogo al formalismo
probabilstico fue hecha de manera independiente por varios grupos de personas,
por un lado siguiendo larfea de los trabajo$8, 7, 11, 3, 1, 2, Abajo la influencia
inicial de los resultados disponibles efb]) y por otro en B0, 29. Seialemos
también el trabajo10] que utiliza el mismo tipo de ideas en control robusto.

La relaciin entre las grandes desviaciones y laamécd estadtica es @sica
[32). El vinculo entre el algebra max-plus y la me&a estadtica, indicado en
este capiulo, ha sido publicada ei6{.

La teora de leyes estables se encuentra3hn 9.

La epiconvergencia esagica en optimizaoii [5]. Trabajos recientes en aligis
idempotente pueden verse &3[ 44, 68.

La teora de la decigih generalizada se encuentra Bf [
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CAPITULO 3
Ecuaciones lineales recurrentes.

1. CADENAS DE BELLMAN.

En esta secoii consideraremos las cadenas de Bellman que sondésgas”
min-plus de las cadenas de Markov. Mostraremos que las ecuaciones de la pro-
gramacdh diramica de las cadenas de Bellman soalagas a las ecuaciones de
Kolmogorov.

DEFINICION 1.1. Unacadena de BeIIma(ﬂ', g, c° M) est compuesta por :
1. 7 = N es el tiempo (discreto) ;
2.£=1{1,2,..., E}eselespacio de estados (finito) ;
3. c? es el costo inicial que verifica :P, . 2 =e£0;
4. M es lamatriZE x E de los costos de transisi, es decir qu#lyy representa
el costo de la transioii del estada al estadoy. Esta matriz debe verificar :

@Mxy=e, MxyZe
y

SeaU = £7 el conjunto de todas las trayectorias posiblesi 8iU entonces
X"(u) = up es el estado en el que se encuentra el sistema en el inst&@ite los
conjuntos

A={ueU: XU =xo, XXU) = X1, ..., X (W) = X} .
les asociamos el costo :
K(A) = Cgo + Mxoxl + -+ Mxn,lxn >

entonces la extermn minimalC a P(U) de este cost@ est definida de mane-
ra Unica y admite una densidad de costo s.c.i. representada persiguiente
proposicon nos dice que esta exteosiC tiene la propiedad de Markov.

PROPOSICON 1.2. C (X" = Xn | X" =Xn_1,..., X0 = X0) = My, ,x.-
Si definimoscy, £ C (X"(u) = x) entonces tenemos la siguiente propasici’
PrRoPOSICDN 1.3. Ecuactn de Bellman hacia adelante
Cn+1 =" QM .
DEMOSTRACION.
C(X"(u) =x) = i.r.].f,xn,l [S2 4+ Mygxg + -+ My x| =P @ MO

X0, X1,
O
1.1. RROGRAMACION DINAMICA HACIA ATR AS.

Consideremos la cadena de Bellman con horizonte fifiteS, M, ¢, ¢, N)
donde:

1. 7, £y M estn definidos como antes.
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38 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

2. @y es el costo si nos detenemos cuando el sisternazeast] estada (de-
tencion intermedia).

3. ¢ es elE-vector de los costos de deteoifinal.

4. N es el horizonte.

Si definimos losE-vectoresvV" por :

LR ~(N-1
(VAR @(pxkeaqﬁxNIXn:x =V|:|nf{|lgL¢Xk’¢XN}|xn=Xi|,

k=n

entonces los mismos se pueden obtener con la oglal® recurrencia dada en la
siguiente proposioin.
PrROPOSICDN 1.4. Ecuacin de Bellman hacia a#rs.

Vi=gpMeV™t vN=¢. (1.1)

EJEmPLO1.5. Distancia miima a una re@in en menos dbl etapas.

TomemosMy,y, como la distancia desde el estaxiphacia el estadoa; si
existe una ruta dg; axz. Si no existe dicha ruta tomemds, y, = ¢ = +o0. Sea
A C & unaregoh. Entonces la recurrencia dada en la e@rafl’1) nos provee de
la distancia mima hacia la regif en menos d&l etapas si definimos :

¢X=€7 VX

oA 0 sixe A,
Px =& = € Sixg¢A,

Para el sistema de la figura 1 tenemos que :

€ € 4 3
Vi=gp=1|el|, V2=|el|, Vi=|2], V°=|2
0 0
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2. PROPIEDADES DE LAS MATRICES ESTO&STICAS. 39

1.2. FROPIEDADES COMBINATORIAS

DEFINICION 1.6. Consideremos una cadena de Bellman con matriz de tramsici”
M. SeaG(M’) el grafo asociado a la matriz de transici¥.

1. Elsucesoes la funoon :

F:xeVie {yeV|My#+oo} eP (V).
Por ejemplo, en el grafo de la figura 2

e

FIGURA 2. Sucesor.

M =

m ™ ™
m ™
D D o

' =123}, I'@={3, I') ={3}.

2. Uncaminodexg haciax, es una secuencia= (Xg, X1, ... , Xn) de \ertices
tal quexx € I'(xk—1) k=1,...,n.

3. Uncircuito €s un camino CoRg = Xp.

4. Se puede definir una relaci de equivalencia- enV por : X ~ y si existe
un circuito¢ tal quex € ¢ ey € ¢. Las clases de equivalencia por esta
relacdn reciben el nombre de componentes fuertemente conexas del grafo.

5. Se puede definir una relaci’de orden- enV por : x > Yy si existe un
camino dex haciay. Una clase se dicinal si ella es minimal con respecto
a > . Una clase que no es final se llatnansitoria.

6. Laciclicidad de una componente fuertemente coresxal naximo conun
divisor de las longitudes de sus circuitos.

7. Laciclicidad de un grafees el mhimo comin miltiplo de la ciclicidad de
sus componentes fuertemente conexas.

2. PROPIEDADES DE LAS MATRICES ESTOBSTICAS.

En esta secori recordaremos las propiedades de las matricesassticas de
manera de poder compararlas con las propiedades de las matrices max-plus.

2.1. RaDIO ESPECTRAL
SeaM una matriz estastica, es decir que verifican :
Mxy Z O, Z Mxy = 1, VX
y

EntoncedM tiene las siguientes propiedades :
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40 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

1. 1 es autovalor dM ;

sup[sup]vy] 3 Mxyi|
x|y y

=

sup|vy| sup|vx|

X X

3. M puede tener otros autovalores dedulo 1. Por ejemplo, la matriz
01
i1 g
tiene los autovalores 11 ;
4. los autovalores deamdulo 1 son simples.

sup‘z Myyvy
X

2. Mg = <1;

2.2. QLASIFICACION DE LAS MATRICES ESTO®STICAS.

Las matrices estasticas pueden clasificarse de la manera dada en la tabla 1.

|  Tipo | Prop. combinatorias| Prop. espectrales ||
general | varias clases finales| varios autovalores
diferentes ciclicidades de nodulo 1
primitiva | todas las clases finales1 es elunico autovalor
tienen ciclicidad 1. de nddulo 1.

ergddica | Unasolaclase final.| 1 autovalor simple.

regular una sola clase final | 1 es un autovalor simplg
con ciclicidad 1. y el tnico de nodulol.
irreducible una sola clase. 1 autovalor simple.

TABLA 1. Clasificaodn de cadenas de Markov.

Dada una cadena de Markov con matriz de transibl” es posible enumerar
los estados de manera tal gMetome la forma de la tabla 2 donde en asestn
los estados de las clases finales yt estin los estados de las clases transitorias.

L fo | fo| fm|t]

L [M [0 O0]O
M="F, [0 M| 0 |0
fm| 0 | O | Mn|O

t [Ma| . | . |T

TABLA 2. Forma canpica de una matriz estasfica.

Se puede probar que aimero de clases finales es igual a la multiplicidad del
autovalor 1 déM y también que existe una base del autoespacio a izquierda de este
autovalor de la forma :

fy
7T|=|:0 .0 ,-E)I\ 0 . 0] dondep|=p|M||.

Estos autovectores tienen la interpredacprobabilstica de ser una medida inva-
riante paraM.

PROPOSICON 2.1. La matriz T— |4 es inversible donde T es la matriz de transi-
cion restringida a los estados de las clases de transitorias (tabla 2).
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DEMOSTRACION. Existen tal que|T"|,, < 1 porque para cadac T existe
un camino desdehacia alguna clase final con lo cual lada deM" correspon-
diente at tiene un elemento no nulo y entonces la suma de los elementos de la
lineat de T" es estrictamente menor queHor lo tantoT — lq4 tiene todos sus
autovalores estrictamente negativos con lo cual es inversible. O

La siguiente proposioii tambén pueden demostrarse.
PROPOSICDN 2.2. Los vectoreg, definidos por

(X1)k sobreket, donde(T — Ig)x; + (M — 1g)1f, =0,
k=131 sobre ke f, ,
0 sobre cualquier otra componente ,

forman una base delutleo N\ (A) de la matriz A= M — lg.
Finalmente tenemos el teorema siguiente.

TEOREMA 2.3. El proyector P sobre el autoespacio asociado al autovalaie
M verifica :

P=ZX| ®m
i

donde® representa el producto tensorial.

12

1
TS 1/4
@< >
%/

FIGURA 3. Una cadena de Markov.

EJEmMPLO2.4. Para el grafo de la figura 3 tenemos las dos clases fiffalgsy
{4, 5, 6}. Entonces hay dos medidas invariantes que son :

p1=[0 1/2 12 0 O 0] p2=[0 0 0 Y3 1/3 1/3].
Los dos autovectores a derecha son :

/2]

X1 X2

rhrRroov
N

QO Or Pk
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42 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

Por lo tanto el proyector espectral asociado es :

[0 1/4 1/4 1/6 1/6 1/6]
0 1/2 1/2 0 0 O
0 1/2 1/2 0 0 O
O 0 0 X3 1/3 1/3
O 0 0 X3 1/3 1/3
O 0 0 X3 1/3 1/3

Las propriedades asmti€as de las matrices estocasticas se resumen en la
tabla 3.

| Tipo | Propriades asioticas |
I+ M
general P=Im ————.
n—o00 n
primitiva P= Ilim M".
0 n—oo n-1
ergddica p=nlim p +-.r.]+|0 , vp°
—> 00
dondep™?! = p"M, p= pM.
regular p= lim p", vp°.
nO_)OO n—1
irreducible| p = lim L e o , vp°
n—o00 n
dondep; > 0, Vi .

TABLA 3. Propriedades asiticas des cadenas de Markov.

3. PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRICES MAXPLUS.

Estudiaremos aqu€l autoespacio de una matriz max-plus irreducible y dare-
mos el proyector correspondiente. A lo largo de esta sa@upondremos qué&
es una matriz max-plus x n irreducible y core comotunico autovalor (entonces
todos los circuitos dg (A) tienen peso menor o igual que 0).

DEFINICION 3.1. Se llama circuito etico a todo circuito de peso 0.

1. Elgrafo critico G°(A) es el grafo formado por losevtices y los arcos que
pertenecen a algy circuito crtico. Al conjunto de ettices del grafo atico
lo representamos cOo#.

2. Elgrafo de satura@hS(A, y) asociado al autovectgrde A es el conjunto
de los \erticesi, j y arcos(j, i) que verifican :

AijYj =VYi, conyi #e, yj #¢.
ProPoOsICON 3.2. Todo circuito del grafo atico es un circuito arfico. Adenas,
todos los caminos del grafoitico con los mismos extremos tienen el mismo peso.

El siguiente teorema nos dice que el autoespacio asociado al auteestar
generado pom autovectores dondm es el nimero de componentes fuertemente
conexas d€¢(A).

TeEOREMA 3.3. Cualquier autovector asociado al autovalor e se obtiene como
combinacoh lineal de N columnas de A, donde N es el nimero de compo-
nentes fuertemente conexasféA). Mas precisamente tenemos :
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1. las columnas Zlk , 1 €V, son autovectores ;

2. silos \értices | e i pertenecen a la misma componente fuertemente conexa
deG®(A), entonces Ay A’ son “proporcionales’;

3. ninguna columna 75 puede expresarse como una combinadineal de las
columnas Aﬁ gue utilizanunicamente @ftices j pertenecientes a compo-
nentes fuertemente conexasiféA) distintas d€i].

DEFINICION 3.4. Una matrizQ que verifica :
AQ= QA= Q?,
se llamgproyector espectraie A asociado con el autovaler

Los siguientes teoremas pueden demostrarse.
TEOREMA 3.5. Las matrices

Q2AAL ey Q2P Qi

ieVe
son proyectores espectrales.
TEOREMA 3.6. Si la ciclicidad deG°(A) es1 entonces existe K N tal que :
A=Q, Vk > K .

TEOREMA 3.7. SiG(A) es fuertemente conexo y si d es la ciclicidad de A, en-
tonces existe ke N tal que :

ARFd — AR vk s K
4. CONTROL ESTOO'\STICO.

Formularemos de manera precisa los problemas de controbestacén el
caso de tiempo discreto y de espacio de control finito.

4.1. CADENAS DE MARKOV CONTROLADAS Y OBSERVADAS

Consideraremos la cadena de Marl((ﬁ/, E,F,G, MW, pO cw, qb) controla-
day observada donde :

1. 7 = N es eltiempo(discreto) ;

2.£=1{1,2,..., E}eselespacio de estadgs

3.G={1,2,..., G} es elespacio de las observacionges

4. F ={1,2,..., F} es elespacio de los controles

5. {MW,u e F,y € G} es una familia denatrices de transicin dondeM.),

se interpreta como la probabilidad de la trarmiaifel estadax al estadox’
y de observay si se toma la decisiiu ;

6. p° es una ley dgrobabilidadsobre€ x G (llamada leyinicial) y que en-
tonces verifica :

Y p¥ =1 p¥=0;
Xy

7.cW: £ >Rt ,ueF, yeG esunafamiliade costosinstangos;
8. ¢ es el costo sobre el estado final.

Representaremos :

1. X" € £ al estadadel sistema en el instante

2. Y" € G a laobservacbhdel sistema en el instante
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44 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

3. UM e F al controlen el instanta.

Unapolitica relajadap = (pj ,i € 7) es una ley de probabilidad sobre los
controles condicionada por las observaciones pasadas, es depjregiana fun-
cibn que asigna a cadgp, - . . , i) una distribuadn de probabilidad sobr&. Al
conjunto de las pdiicas relajadas lo representaremos BriTenemos entonces la
medida de probabilidall del proceso definida por :

) = ) Y oY Y,

IPJ((Xa ya u)Oa (Xa ya u)]_a te

El problema de controbptimo consiste entonces en minimizar el costo de fun-
cionamiento del sistema sobre un periodo finito, es decir resolver problemas como:

N—-1
. UnYn
minE E c + pxn
Xn X s
PER =0

dondeN es elhorizontedel problema.

4.2. UN IMPORTANTE CASO PARTICULAR

Consideraremos ahora un caso particular importante llamado problema de ob-
servacbn completa donde la observaniés igual al estado, es decir gxie = Y".
En este caso optimizaremos sobre el conjunttfeedbacks”, es decir sobre el
conjunto :

S:{s:(s”:xe5+—>uef)n€7}.

El teorema siguiente nos permite calcular por recurrencia haeslatestrate-
giadptima. La ecuacin correspondiente se denomina ecoacié la programaoii
dindmica.

TEOREMA 4.1. La soluctn de la ecuach deprogramaah diramica:

Ve = min{ (M), )

VN =l$f VX e &, (4.2)
nos da el costoptimo :
N-1
V;‘:rsr;igE k;c‘;(k +dyn | X" =X},
y las funciones :
S"ixef—>ute arguryjiLn{(M“V"“)X +oy) (4.2)

definen una estrategi@ptima en el conjuntes.
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4. CONTROL ESTO@STICO. 45

DEMOSTRACION. SeaV"lasoluconde (4.1)y sea una estrategia cualquiera.
Como X" evoluciona segn la ley inducida pos tenemos :

E° {intll V| XD = x} - (M"”vn+1 — v”) > o
X

— B (VR - Vi) > o
= E%7 [V — Vo] = E*7 [2 Vs — vgn}
n=0

N-1 N-1
=E%" ) "E" [intll - VQn] > —E°° [Z c‘%”}
n=0 n=0

N-1
EO‘T[ZC } +E%7 [V ] =B [Zc‘%wqm]
n=0

Ademds, con un razonamiento&ngo, haciendo jugar el rol de a la estrategia
definida por (4.2), se demuestra la igualdad para dicha estrategia. O

EJEmPLO4.2. Consideraremos la cadena de Markov controlada representada en
lafigura 4. Entonces

FIGURA 4. Una cadena de Markov controlada.

V! = max{0.6V]"* + 0.4V, + 260, 0.5V + 0.5V + 325} :
VI = max|{ 0.8Vt +0.2v5 " + 64, 0.7V] T + 0.3v] 4 20]
la cual puede escribirse de manera compacta como :
V=D ® (HV"),

donde:
06 04
D— 260 325 € € H— 05 05
€ e 64 20|’ — 108 02
0.7 03
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46 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

5. PROBLEMA DE CONTROL ESTO@STICO ACTUALIZADO.

Consideraremos en esta seecél problema de contralptimo de una cadena
de Markov con horizonte infinito, con un costo actualizado, y en el caso donde
la observa@h es completa. Nosotros daremos eltodo deiteracion sobre las
politicas o (algoritmo de Howardpara resolver la ecuam’ de la programaoii
dinAmica. Tenemos el siguiente teorema.

TEOREMAS.1. Sic' > 0 y A > 0, entonces definiendo'A= MY — |4 resulta
gue launica solucon V de :

umeijrtl{[(A“—I)V]X+c§} =0, Vx €&,

es el costmptimo
+o00 1 Un 0
Vx = minE ———Cuwn | X' =X
X7 ses ; @+ M

Adenas

s:X €&+ u* e argmin{(A'V cyl |

> U € argmin{ (AV), + ]

define una estrategiaptima en el conjunts.

DEMOSTRACION. ITERACION SOBRE LAS POITICAS O ALGORITMO DE
HowaARD. El algoritmo de Howard eattompuesto por las siguientes etapas :

1. A una estrategig” asociamos la soluaiiV" de :

(AS”—,\)V”+cS” —0.

2. A un costoV" asociamos una nueva estrategia® : x € £ — u"?!
donde:

u™?! e argmin{[(AY — 1) V" ut
gminf[(A* — 1) V"], + )
Construmos entonces mediante estetodo de iteracin sobre las paticas dos
sucesionesV™" ey ¥ (S")nery - Mostraremos qu¥ " es una sucesii decreciente

y positiva que admite unriite que es soluori de la ecuaoin de la programaoii
dinamica. Para lo que resta de la demosta¢omaremod\” = AS" y ¢ =c*'.

1. LA SUCESION V" ES POSITIVA POr Su interpretaoin estoastica :

Ve =E f—l | X0 =x
X — (1_{_)L)n+l X

2. LA SUCESION V" ES DECRECIENTE Tenemos que
AWM+ c"=0.
Por la diferencia entre dos ecuaciones sucesivas obtenemos :
Anvn . Al’H-lvl’H—l + Cn . Cl’H—l =0
An+1 (Vn o Vn+1) 4 (An _ An—i—l) Vn 4 Cn _ Cn+1 -0
y luego por la etapa dos del algoritmo tenemos
An+1 (Vn o Vn+1) <0.
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6. CONTROL CON INFORMACON INCOMPLETA. 47

Por ultimo utilizando el mismo argumento que aquel que nos perahéti”
mostrar la positividad d&'" resulta
Vn . Vl’H—l > 0— Vn > Vl’H—l‘

Por lo tantov" | V* y siendo el mimero de paticas finito el algoritmo se
detiene desms de un nmero finito de etapas.

3. UNICIDAD DE LA SOLUCION. Supongamos qu¥!y V2 son dos solu-
ciones. Entonces como

AVl ycl=0, y A2V24+c?=0,
resulta
A2 (VI —V?) 4+ (A2 - AVt - =0,
con lo cual
vi—-v?<o,

por la interpretacin probabilstica de la soludin de la ecuaoi : A2v+d =
0 cond < 0. Analogamente se demuestra quié — V! < 0y entonces
vi=v2

]

6. CONTROL CON INFORMACION INCOMPLETA.

Estudiaremos aq&l problema de contraptimo de una cadena de Markov en

el caso donde no observamos directamente el estado sino solamente uoa funci”
del estado con valores en un conjunto finito. Comenzamos dando la@taati”
filtro dptimo, es decir, la ecuami’que nos provee la evoluei de la ley condicional

del estado conociendo las observaciones pasadas. Luego daremos lerededai”
programaah diramica para el problema con informagiincompleta. El estado
considerado para resolver este problema de optintinawd es ras el estado del
sistema sino la ley condicional del estado conociendo las observaciones pasadas.

6.1. HLTRO.

Consideremos la cadena de Markov obser\(ﬂdf, G, MY, p°) donde:

1. 7,&,G tienen el mismo significado que anteriormente;

2. p® es laley inicial sobré x G ;

3. M}(’X, representa la probabilidad de pasar del estadbestadoc’ y de ob-
servary.

La probabilidad de una trayectoria @gttonces dada por :

n-1 )
IO YO), (D) (0 y)] = % T MY
i=0

Calcularemos ahora la ley condicional :
a=PX"=x|Y'=y% ... ,Y"=y"),
para la cual tenemos el siguiente teorema.
TEOREMA6.1. Siq =P (X"=x|Y%=y° ..., Y"=y") entonces:
rn n
q" = T donde 1 = r"MY™, 10 = pO |
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48 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

DEMOSTRACION. La ley marginal d€y®, ..., y", x") es:

0y° n-1 yi+l 0 n i
Z pXo HMxixi“ =|p l_[My .
. i=0 i=1 XN
i=0,...,n—1
Laley deg" se obtiene normalizando larfhula anterior de manera de obtener una
ley de probabilidad er, es decir dividiendo por :

poﬁ MY1.
i=1

6.2. CONTROL CON OBSERVACON INCOMPLETA.

Consideremos ahora el caso general de una cadena de Markov controlada con
observaan incompleta(T, E,F,G, MW, p° c“y). Deseamos resolver el proble-
ma:

N
. UnYn
minE E (o ,
! [n—o . }

lo cual puede escribirse como (el controlsdepende de las observaciones pasadas) :

N N
minE [Z EY <c§’<2Yn>} = minE [Z q”cU”Y”} . (6.1)
! n=0 . n=0

En (6.1) no aparece asx y solo aparecg lo cual es un problema de control
de filtro 6ptimo. Se puede demostrar que su eauacié programaoii diramica
es la siguiente :

V() = minz {v"“ <M> qM¥1 + qc“y} )
ueF 125 qMuyl

7. NOTAS.

Las cadenas de Bellman son una preseata@ciente 3, 4] del “principio de
la programa@n” dinamica de Bellmand]. Les mismas ideas se encuentran en
[63, 30, 56, 11, 2P

Una exposiah bastante completa de la tengspectral max-plus se presenta
en [7] capitulo 3 secoh 7, donde pueden encontrarse las pruebas que faltan en
esta secan. Un trabajo de intes hisbrico es p6]. En [40] pueden encontrarse
losultimos resultados de una teaue generaliza el control es&stico, inspirada
en eldlgebra max-plus : la te@de funciones maidbnas homoereas.

El repaso de las cadenas de Markovaesispirando en€l]. Los grandes
clasicos sobre las cadenas de Markov &) 73. Las matrices estasticas esth
estudiadas completamente &b|[ Dos referencias antiguas sobre las cadenas de
Markov son b3, 33.

La parte sobre el control estastico con observamn completa es clasa y
haremos referencia, por ejemplo, a sus fundad®@edf o a los cHsicos 8,

67, 74. La ecuacdbh de la programaoii dinamica con observami‘incompleta es
conocida ; pero sin muchas referencias.
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CAPITULO 4

Redes.

1. REDES DE COLAS DE ESPERA

El calculo de la medida invariante de cadenas de Markov provenientes de pro-
blemas reales esfuera de alcance para las computadoras. Las redes de colas de
espera de Jackson tienen una medida invariante calculable gracias a una propiedad
de separaoin de las variables de la ecuacifle Kolmogorov. Consideremos un

Y

> 1 ||

A

<l 2

A

> 3 >

FIGURA 1. Un conjunto de 3 colas de espera.

conjunto dem colas de espera. A cada cola de espéescorresponde el estacdtp

gue es el nmero de clientes que esperan en dicha cola. Representaremés con

al espacio de estados correspondiente. El espacio de estados del sistema completo
seld entonces

m m
S?]:{X:(Xl,xz,,Xm)EHgllezn 4
i=1 i=1

donden es el nimero total de clientes en el sistema el cual es constante pues
supondremos que el sistema es cerrado (es decir que los clientes no abandonan el
sistema). Para definir la matriz de transitde la cadena de Markov introducimos :

1.y :xe S uix)eRt ie{l ..., m}dondey;(0) =0,ui(x) >0
m
sixi 20y ‘Z Ui (xj) < 1, es la probabilidad de que un cliente salga de la

i=1
colai siel estado de lared as,

2. r es una matriz estasticam x m; rj; representa la probabilidad de que un
cliente que sale de la colase dirija ala colg y uj (x)rij es la probabili-
dad de que un cliente salga de la colase dirija a la colg si el estado de
laredes«;

3. Tj:xe§h Xy, ..., x =1 ....xj+1,...,Xn) € S}

49



50 4. REDES.

La matriz de transidn M : S}, x S}, — R* de la cadena de Markov esthtonces
definida por :
up (Xiprij sidi, j: x' = Tij (X) ,
Mxx’ = .
0 sino .
El teorema siguiente puede demostrarse.
TEOREMA 1.1. Existe urunico p tal que p= pM.
Deseamos resolver los siguientes tres problemas.

1. Calcularp.
2. Calcular la ley de probabilidad delimero de clientes en la cala
3. Calcular la tasa de utdacon del servidor.

x1

U]ilr 12

N N

FIGURA 2. Espacio de estados.

Notemos que elurnero de estadd;, est dado por :
M+ (n+2)---(n+m-12)
(m—1)! '
TEOREMA 1.2. La medida invariante del sistema de colas de espera se factoriza
como

m Xi
S
X) = X), q(x) £ (X)), g = [ —, 1.1
PO = Ty 400- A0 illq.(.) Gi (%)) guid) (1.1)
donde:
1. e € R™ es lalinica medida invariante de r, que entonces verifica er,
el=1,;
2. K(n,m= > qx).
xeSh,
DEMOSTRACION. Como
p=pM & D p(Tie0)uj () +1)rji = px) D> Ui (X)Tij (1.2)
i i
i#] i#]

resulta que es suficiente verificar (1.2) reemplazamgo por (1.1) :

D eirj b o) _ DU o0 € Y U () [Zejeli —Zru} =0.
i ¥ i
i#] i#]

@ ] ]
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2. REDES DE TRANSPORTE. 51

lo que es cierto pues= er. O

+00 .
Para el alculo deK (n, m) definamosj; (z) = Y q;i (i) Z. Entoncex (n, m)
i=0

m

es el coeficiente d" en [] § (20 , K(n, m) puede calcularse con la recurrencia
i=1

siguiente :

K, m) = 3 K, m=1gm—1) .
1=0
Kn,0) =4(n) .

Por dltimo se puede mostrar que la ley delméro de clientesif (x;)) en la
filai es:
Ki(n—x,m—1)

pi (Xi) = qi (Xi) K. m) .

dondeK; es lared sin la fila.

2. REDES DE TRANSPORTE

El calculo de la funadh valor de una cadena de Bellman proveniente de un
problemareal estfuera de alcance para las computadoras. Las redes de transporte
tienen una funah valor que se calcula resolviendo un problema de flujo. Ellas
corresponden a las redes de Jacksonaelitd de probabilidades.

2.1. MODELO DE UNA RED DE TRANSPORTE

m:} 6’0) EEI]l
/N

FIGURA 3. Unared de transporte.

Unared de transporte (compade alquiler de autos) estompuesta por :
1. m estacionamientos, autos, el espacio de estadg}s la frontera del espa-

m .
cio de estadosS), £ J 9'Sj, donded' S}, = {x € §} : x =0} ;
i=1

CUADERNON® 28



52 4. REDES.

2. r es en este caso la matrniex m de los costos de transporte, es decirigue
es el costo de transportar un auto del estacionamiesitestacionamiento
j; porlo tanto se verificg; > 0sii # | y rjj = 0. Definiremos la matriz
de costos de transmm’'sobre el espacio de estados como

Fij six" = Tij(x),
€= +oo sino;

VX, X/ € S‘%, MXX/ é {

[ i
3. ¥ij éTij x)-x=1{0,...,0,-1,0,...,0,1,0,...,0), tales que;; #
€ son entonces los desplazamientos admisibles.

El problema consiste entonces en calcular el comptiimo que permite pasar
del estadox al estadax’ en un nimero cualquiera de etapas. Debemos calcular
entoncesM*. No existe unicidad de costos invariantes ya que todasrnaad de
M* lo son como lo indica la siguiente proposini”

PROPOSICON 2.1. M} M = M}, Vx € Sl .
DEMOSTRACION. Como todos los circuitos titos son los bucles y hay un

bucle que pasa por cada estadp & 0 sii # | yrj = 0) resulta queMy, =
0. O

EJEmMPLO2.2. Consideremos el cago= 2 y n = 3. Entonces tenemos que :

e b e e b K
M=|a e b|, M>=|a e b,
e a e a2 a e

donderi, = b y ry; = a. PorlotantoM* = E® M @ M2 = M2, Las lineas
(e, b,b?), (a, e b y (a2, a, e) son los vectores propios no redundanted/e

Veamos ahora como el problema de las gesichs er§), se reduce a un prob-
lema de flujo. Sea)'(x, un camino de longitutlque va dex haciax’. Entonces

X/=X+Znij)/|j ,
i

xx + Por

donden;; es el nimero de veces que el desplazamignt@s utilizado enr
lo tanto el costo del camina},, es> nj;ri;. Entonces
i ]

*

inf nor*,
n>0
JIn=x"—x

* —
xx

dondeJ es la matriz de incidencia del grafo completo comodos, es deciff =
{Viﬁ }.
Como consecuencia tenemos las formas producto min-plus :

® ()% six=n,

=  _ JI#k
xx ® (i)™ six=n
K
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3. CONTROLOPTIMO DE REDES ESTOGSTICAS. 53

EJEmMPLO2.3. Consideremos el sistema de transporte con 3 estacionamientosy 6
autos y con costos de transportes dados por :

el e
r=1¢ e 1
1 ¢ e
Entonces tenemos :
e 1 2
r =12 e 1
1 2 e
Supongamos que= (0, 0, 6) y quey = (2, 3, 1) . Resulta entonces :
M, = (r3)° (r5)° =2x 1+3x2=8.

3. CONTROL OPTIMO DE REDES ESTOBSTICAS.

El calculo de la funadh valor de un problema de control de una red éséra
del alcance de las computadoras. La forma producto puede ser utilizada para op-
timizar las redes de colas de espera sobre la clase de los “feedbacks” locales. Las
estrategias optimales de las redes de transporte permiten controlar el soporte de la
ley de probabilidad cuando tienen lugar los dagpmientos aleatorios.

3.1. REDES ABIERTAS Y CONTROLADAS DE COLAS DE ESPERA

Esta nueva situagii puede ser vista como un caso particular de la sibmaci”
anterior en la cual :
1. existe una cola de esperaiddice 0 que representa el exterior ;
2. el nimero total de clientes del sistemaeso ;
3. la tasa de salida de la fila exterior es independienteutakend de clientes
en dicha fila.

Supongamos adeas‘que :

1. r esla matriz de los caminos internos ;

2. ) es la probabilidad de una entrada en laifithurante un peddo de tiem-
po;

3. eeslasoludhde:er+i=¢e;

4. la cadena que representa el interior (la que es bien markovianapdicarg”

entonces la ley de probabilidad del sistema puede escribirse como :

m 8 1
= i’ (%), dondeg'(x) = | | ==, ¢ & =s—— -
P(X) illc'q' (xi). dondeq; (xi) g IO > x—0 0 (Xi)

Esta ecuadin nos dice que nuestro sistema es equivaleniealas de espera
independientes con una tasa de entgdauna tasa de salida (x;).

Xi

e

— > T U ———

FIGURA 4. Cola de espera equivalente
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54 4. REDES.

3.2. OPTIMIZACION SOBRE LA CLASE DE LOS'FEEDBACKS' LOCALES.
Consideremos ahora el problema :

_min - J (W = ;gqiu x) ¢ |:|ZCI (X, Uj (Xi))i| :

DEFINICION 3.1. Unpunto de NaslparaJ (u) es un puntar* que verifica :

J(Uf, ... uf) < Jd(ul, .o U U, ul) L Yie (L., m) .

El siguiente sistema nos provee de una caractednguara quev sea el costo

asociado a una estrategia de Naptira :
q'A'=0, > g'(x)=1,
i = 1’ -ee.m ' Xi
”Lm[AiuUi + i ()], = wi, ¥y,

donde:

A'v = 8 vxs1 + Ui (X) vx—1 — (& + Ui (X)) vx

@mw=2ﬂmeFww+quumm]

X j#i i
4. RESIDUACION.

La ecuaadn f (x) = b no siempre tiene soluai’. Nosotros estudiaremos aqu’
los casos en los que el conjur{to: f (X) < b} admite un elemento maximal el
cual sed representado pof® (b). En dicho casof® sed el residuo def. Las
aplicaciones max-plus lineales son residuables.

En un dioideD la operaadh @ induce una relaoin de orden definida por :

a>bea=adhb, Va,beD.

DEFINICION 4.1. Un dioide se diceompletosi es cerrado con respecto a sumas
infinitas y si la propiedad distributiva de la ope@ti® se extiende a las sumas
infinitas, es decir :

a® [@bii| = @(a@ bi).
icl icl
EJEMPLO4.2. Rmax N0 es un dioide completo peRnay = RmaxU {+00} si lo es.
El siguiente teorema puede demostrarse.

TEOREMA 4.3. Un dioide completo es un lattice completo (es decir un conjunto
ordenado donde todo subconjunto admite una cota superior y una cota inferior).

Si D es un dioide completo entonces representaremosacorb a la cota
inferior del conjuntda, b} y conT al elemento maximal d® el cual verifica :

e T =¢, THa=T, VaeD.

DEFINICION 4.4. SearD,C dos dioides completos y s€a: D — C. Entonces se
define :

CUADERNON® 28



4. RESIDUACON. 55

1. f esmordtonasi :
azb= f@ > f (D) ;

2. f essemi-continua inferiofs.c.i.) si:

f[@x}:@f(x);

xeX xeX

3. f esresiduablesi X = {x € D : f (x) < y} admite un elemento maximal
representado pof* (y) para todoy € C. La funcién f* recibe el nombre
de residuo def .

De aqu’en adelante tameii supondremos que(¢) = ¢. Entonces tenemos
el siguiente teorema.
TEOREMA 4.5. Sea f una funcih morotona del dioide complet® en el dioide
completaC. Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes :

1. f es semi-continua inferior (s.c.i.).
2. f esresiduable.
3. Existe ¥ : C — Dtalque:

fofli<le,
flof>Ip.

La residuaadh tiene las propiedades indicadas en la siguiente propasici”

PROPOSICDN 4.6. Sean fg : D — Cyh : C — B funciones residuables.
Entonces :

foflof=*"F;

flofofl=ft;

f esinyectivac= f?o f = Ip = f? es sobreyectiva ;

f es sobreyectiva—s f o f* = | «= f? esinyectiva;

(ho f)f = ffoh?;

f<ge= g < 1%

(f®g)f="Ffiagh

(fAgf>flog.

Analogamente se pueden definir las funciones dualmente residuables como
aquellas para las cuales el conjuitce= {x : f (x) > y} admite un elemento mi-
nimal para tody € C. Una funcon f se dice que es semicontinua superior (s.c.s.)
si verifica :

N~ wNE

f[/\xi|=/\f(x).

xeX xeX
Entonces tenemos el teorema siguiente que es el dual del caso de las funciones
residuables.

TEOREMA 4.7. Sea f una funcih morotona del dioide complet® en el dioide
completoC con f(T) = T. Entonces las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes.

1. f es semi-continua superior (s.c.s.).

2. f es dualmente residuable.

CUADERNON® 28



56 4. REDES.

3. Existe f : C — Dtalque:

fofl>le,
fPof <lp.

EJEMPLO4.8. 1. Consideremos la fummi’f : x € Rop, > X A Y € Ryax

Entoncesf es momtona pero no es residuable porque no es semi-continua
inferior ya que :

f (X1, Y1) © (X2, ¥2)) = (X1 @ X2) A (Y1 D Y2)
=(X1AYD) D X1 AY2) D(X2A Y1) D (X2 A Y2)
> (X1 A Y1) @ X2 A Y2)
=f (XL yD) @ f(x2,y2) ,
y tomando por ejemplXy, y1) = (4, 1) y (X2, Yo) = (1, 4) resulta :

f(4)eQ,4)=4>1=14, e f (1,4 .

. —2 . i
El conjunto{ X, Y) € Rpax: XA Y < 1} se presenta en el primeragico
de la figura 5, el cual claramente no tiene elemento maximal.

1 X X

xay<1 X2@y2<2

FIGURA 5. Funcon no residuable y residuable.

2. Seaf : x e @iax — X2 @ y? £ max(2x, 2y) € Rmax. Entoncesf es

residuable puesto que :

f (X1, Y1) ® (X2, ¥2)) = (X1 ® X2)° ® (Y1 D Y2)?
=X DX DY DYS
=fT X, Y1) @ f (X2, ¥2) .

El conjunto{(x, y) € @ﬁmx: 2@ y? < 1} gue se representa en el se-

, , , . 1
gundo gefico de la figura 5, el cual tiene el elemento maxvé%l 5).
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3. Consideremos ahora la funaix € Ry, — AX € R, la cual es resi-
duable. Al elemento maximal del conjunf® € Rf} .. | Ax < b} lo repre-
sentaremos coA\b. Tenemos que :

Ang@GaAinj <b, vj,
j
& Ajxj < b, Vi, j,
< Xj <bi/Aj, Vi, j,
& x; < A\bi/A;, V.
i

Por lo tantoA\b = (—A") b donde el producto es en el sentido min-plus.

4. Consideremos lafunmi’X € Rmax[7] — ax € Rpax[y] dondeRmax[v]
es el conjunto de las series de potenciag @on coeficientes eRpmax Sea
a\b el elemento maximal del conjunta € Rnax[y] | ax < b}. Entonces

como :
ax<b<e P ajx <b, Viex< Abja g, Vi,
0gj<i i>]
resulta que :

@\b); = A\ bi/aj. vij.

iZ]

5. PROYECCION.

En el dlgebra habitual la proyeamsobre IngB) paralela a keiC) (cuando
B:U — XesinyectivaC : X — ) es sobreyectiva € B es inversible) est”
dada por:

P=B(CB)!C.

. - n
Haremos aquiina construccin areloga sobréR] ..

TEOREMA 5.1. Seari/, X, ) tres conjuntos. Entonces :
1. VC : X — Y sobreyectiva existe'Gal que :

CoCl=ly; (5.1)

2. VB :U — X inyectiva existe Btal que :
B'oB=ly. (5.2)

Cuandolt, X, Y son espacios vectorialesB y C son lineales entonces se
pueden encontraB? y C* que tambéh sean lineales. %i, X', ) son nodulos
estaultima afirmacdbn no siempre es verdad.

EJEMPLOG.2. 1. SeaB : Z — 7Z con B (x) = 2x. Supongamos que existe
B lineal. Entonces comB* (2x) = x, Vx € ZresultaB® (1) = > lo cual
es un absurdo.

2. SedQp = 1x|3IK,neZ, x= %} dondep es un mimero primo y defi-

namos
C:xeQp/Z+ pxeQp/Z
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Si existieseC* lineal entonces se tendrgue :

lzpci<1>=ci(1)=ci(0)=0,
p p

lo cual es un absurdo.

Los midulos) para los cuales (5.1) se cumple &@hlineal se llamarproyec-
tivosy, los nddulosi/ para los cuales (5.2) se cumple cBh lineal se llaman
inyectivos

Un mddulo se dicdibre cuando tiene una base, es decir, una familia generadora
independiente. Los adulos libres son proyectivos.

Para las funciones max-plus lineales (las cuales son residuélgsB* en
5.1 y 5.2 respectivamente son las funciones residu@ geB que entonces son
min-plus lineales y por lo tanto no son max-plus lineales.

Si X e son semi-mdulos con libre entonces 5.1 se verifica c@i lineal.

SiUl y X sonRmax-semi-modulos cori/ libre entonces 5.2 se verifica c@t
lineal.

EJEMPLOS.3. 1. Los submdulos libres d&, ., sonraros. Por ejemplo [GB)

donde
1 e
o=[c 3]

no es libre pues en su “frontera” no existe unicidad de descompuosiot

mo por ejemplo
1 1 e
= le[e 3]

2. Si una aplicadn lineal A : Ry« — Rma €ONN > m es sobreyectiva
entonces la matriA contiene una submatriz que es una permotacié
una matriz cuadrada diagonal inversible.

Como las condiciones de sobreyectividad y de inyectividad son muy restricti-
vas podemos utilizar la siguiente genezation del teorema anterior.

TEOREMA 5.4. Seari/, X, ), Z cuatro conjuntos. Entonces :
1.VC: X > Y, C: X > Yconim(@C) cIm@C), IM: X - X :
CoM=C;

2.VB:U — X,B:U — X conker(B) c ker(B), AN: X — X :
NoB=B:

3. SiU, X, Y son Rmarsemi-nodulos libres y BB, C, C son lineales en-
tonces este resultado es verdadero con M y N lineales.

Los siguientes teoremas nos proveen de condiciones para la existencia de la
proyeccon sobre Im(B) paralela a ke¢C) .

TEOREMAS.5. Sean B. i/ — Xy C: X — Y aplicaciones lineales. Suponga-
mos que se verifica una de las dos afirmaciones siguientes (las cuales son equiva-
lentes) :

1. Im(CB) =Im(C), ker(CB) = ker(B) ;

2. Card(C™'C (x)NIm(B)) = 1;
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6. AGREGACDN. 59

entonces existe PX — X lineal que verifica :

PB=B, CP=C, P>’=P =B/CB\C.
P es la proyecah sobrelm (B) paralela aker(C) . Se dice quet = Im (B) &
ker(C).

TEOREMA 5.6. Tenemos que :
1. Dada B,3C : Card(C™'C(x)NIm(B)) =1« B=B(B\B/B)B;
2. DadaC,3B : Card(C!C(x)NnIm(B)) =1« C=C(C\C/C)C.

EJEMPLOS.7. 1. Tomemo#/ = X = Y = RZ_ . DefinamosB : U — X'y
C: X — Y por la siguiente matriz :

e -1
s-c-[5 3]

Entonces com®? = B tenemos :
P=B=C=B\B?B=B\B/B=B\B.
En la figura 6 (Ejemplo 1) se representan(l®) y ker(C).

A A
f /
Ejemplo 1 ) p
/
© KerC ,
®, 0 > ImB
OOOO - ;'
®© o o I
o o »
Olooooo '/
———9 0| 0 o o
o lo o o
Jooaolmo / ALP)(
[e] o o [0 o /
cofhoets 11,
OOO OOOOAP)( A S
o ofo Olf A
O Q » »
o o 0 4 4
OOOOO
° 5 %l
OOO
OOO ‘X
o .
g Ejemplo 2

FIGURA 6. Proyecabh.

2. TomemosY = R2_ U =Y = Rmax. DefinamosB : U/ - XyC: X —
Y por las siguientes matrices :

B=[:], C=[e -1].

Entonces In{B), ker(C) y la proyeccdn sobre In{B) paralela a kefC)
estin representadas en la figura 6 (Ejemplo 2).

6. AGREGACION.

Mostraremos ahora como se puede reducir la dinoards'un sistema damico

lineal.
Sean/ =Ry X =R, V=Rh yseanB:U - XyC:X — )dos
funciones lineales.
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DEFINICION 6.1. Se dice quéA : X — X es agregable pdC si existeAc tal
que:
CA= AcC.
Supongamos quA es agregable pdC y que X1 = AXy. Entonces si defi-
nimosY, £ C X, resulta quey, verifica :
Yn—i—l = ACYn .

PROPOSICDN 6.2. SiC esregular (C= C (C\C/C) C), entonces A es agregable
por C siy ®lo si paratoda B y P tal que P es la proyeagisobrdm (B) paralela
aker(C) se verifica:

PA=PAP.

DEMOSTRACION. SUFICIENCIA.
CA=CPA=CPAP=CAP=CA(B/(CB))C =[CA(B/(CB))]C
pues
P=B(CB\C)=(B/CB)C.

NECESIDAD. ComoC es regular sabemos que exiBtg P tal queP es la proyec-
cion sobre ImB) paralela a kefC) . Entonces tenemos

PA=(B/(CB))CA=(B/(CB)) AcC=(B/(CB)) AcCP

= (B/(CB))CAP=PAP.
O

DEFINICION 6.3. Se dice qu@ escoherentecon A : X — X si existeAg tal
que:

AB=BAg.
Supongamos quB es coherente coA y que X1 = AX, con Xg = BUp.
Entonces tenemos qug, = BU,, dondeU,, verifica :
Un+1 = ABUn-
La siguiente proposiori tambén puede demostrarse.

PROPOSICON 6.4. Si B es regular, entonces B es coherente con A sily si’
para toda C y P tal que P es la proyeoci'sobrelm (B) paralela aker(C) se
verifica :

AP = PAP.

Seaahoré = {Ji, ..., Jp} unapartiobh del espacio de estadbs= {1, ... , n}.
Entonces se define la matriz caraggcaU de la partiocdhi/ por :

e siield, .
Uiy = . VieF, VlelU.
e sSii ¢ J,

Siw € @nmm es un costo (es decir quee = €) entonces se define el costo condi-

cional dew con respecto & por :
U Wi ;
(W), == V¥j,J.
1 @jeJ Wi
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Entonces se verifica que :
w’ =WUS™, dondeS= U'WU, W = diagw) .

DEFINICION 6.5. SeaA (irreducible) el costo de transai’ (€A = €) de una ca-
dena de Bellman con uanico costo invariante. Entonces se dice quesi/-
lumpablesi A es agregable co@ = U!.

Si A esl/-lumpable entonceB = BC, dondeB = w!, es la proyeccin sobre
Im (B) paralela a kefC) ya que :

CB=U'wuSl=ssl-e.

Por dltimo se puede probar quees lumpablefic = A = CAB) siy $lo si
se verifica :

@akj =aky, Vj€J, VI, Keld.
keK

7. NOTAS

La forma producto es abica en el tea& de colas de esperdd, 51, 8, 2R

El problema de transporte es una introdoock un trabajo en curs8J|.

La optimizacon de unared de colas de espera en una clase de feedback locales
fué presentada ei6 .

Lateona de la residuaoii y sus aplicaciones algebra max-plus se encuentra
en [7] a partir de [L4].

La construcadh de los proyectores exigebra max-plus se estudia i8] 19.
Para el repaso de de la tedes nodulos utilizamos13].

La exposicdn sobre la agregami’ se presenta e®4]. Dicho trabajo adapta al
marco max-plus la exposmin’ dep6] valida para ehlgebra ordinaria.
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CAPITULO 5

Sistemas de entrada-salida.

1. REDES DEPETRI.

Recordaremos ahora el funcionamiento de las redes de Petri. Daremasrtambi”
la modelizaabh de los grafos de eventos mediante “daters”.

transic chOn
ql_\‘ 2
n®) Ei/pz
W
3
t
p3®
Q4\</% Js

marcainicial e

lugar
30

Og——

emporalizacion |

FIGURA 1. Red de Petri.

DEFINICION 1.1. Unared de Petri temporalizad(aP, O, M, N, m°, r) est com-
puesta por :

1. P es un conjunto finito cuyos elementos son llamddgares;

2. @ es un conjunto finito cuyos elementos son llamadamssiciones

3. M es una matriZzQ| x |P]| con coeficientes el la cual nos provee la
multiplicidadde los arcos salientes de las transiciones, es deciMgyes
la multiplicidad del arco que va de la transiniq al lugarp ;

4. N es una matrizP| x |Q| con coeficientes el¥ la cual nos provee la
multiplicidad de los arcos entrantes a las transiciones, es deciNgyles
la multiplicidad del arco que va del luggra la transiadng ;

5. m° e NI”I es lamarca inicial(cantidad de marcas que hay en cada lugar en
el instante inicial) ;

6. = € NI”I es latemporalizacdn(tiempo de espera de una marca en un lugar).

Las redes de Petri representan sistemaandiods. Una transioii puedeen-
cenderseuando todos los lugares anteriores a dicha tramsmbhtienen al menos
tantas marcas como la multiplicidad del arco que los une y estas marcas han estado
en dicho lugar ras tiempo que el tiempo de espera asociado a dicho lugar. Cuan-
do una transicih se enciende se eliminan tantas marcas de los lugares anteriores
a dicha transi@h como la multiplicidad del arco que los une y se agregan tantas
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64 5. SISTEMAS DE ENTRADA-SALIDA.

marcas a los lugares posteriores a dicha tramsicomo la multiplicidad del arco
que los une.

Encendido

FIGURA 2. Encendido.

Cuando la temporalizami es nula y la multiplicidad de todos los arcos es 1
hablaremos de red de Petri. Sila temporaliaa@s no nula hablaremos de red de
Petri temporalizada. Lografos de eventoson las redes de Petri en las cuales a
todo lugar ingresa y sale un solo arco. Por lo tanto casos como los indicados en la
figura siguiente no pueden suceder en los grafos de eventos.

g

\'/\/l

FIGURA 3. Redes de Petri que no son grafos de eventos.

EJEmMPLO1.2. 1. SNCRONIZACION. La tarea representada por la transici”
t de la siguiente figura solo pafevarse a cabo si la piezay la maquina
m es#n disponibles.
2. AUTORIZACION O PROHIBICION DE ACCESoen funciin del estado de ocu-
pacin. La tared; de la figura siguienteadd podd llevarse a cabo cuando
se termine con la tarda

Sincronizacion Compartidos
\ Y \
p(®) ®Om Gf
N
Acceso 1 tz
ho%:»@»tz |
1

FIGURA 4. Ejemplo de modelizaoii con las redes de Petri.

3. RECURSOS COMPARTIDOS Las tareas; y t, comparten el recurso repre-
sentado por el lugap.

Consideremos ahora una secuencia de encendidos de transicioies. . , t,
Entonces la marca de la red de Petri evoluciona de laforma:

ol 18 2 n—1

m -m —m----m —>m—m
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Definamos el vectos® € N/€! por :

aﬁ = nimero de veces que la transioit' se enciende es.

Entonces tenemos que :
m’ =m’+o*(M-N')=m’+0°7,

donde7 £ M — N! (matriz de incidencia transimi-lugar).
DEFINICION 1.3. 1. Unp-semiflujoes un vectoly € N'”! tal queJy = 0.
Entonces comam”y = m°y resulta que el soporte denos indica la zona
de la red de Petri donde hay consereaadile marcas.
2. Unt-semiflujoes un vectox® tal quex?7 = 0. Entonces comon* =
m° + x%7 = m° resulta quex? representa una secuencia de encendidos
para la cual la marca se conserva.

Consideremos el grafo de eventos temporalizado de la figura siguiente. Las

barras en los lugares de dicho grafo representan los tiempos de espera en los lugares
correspondientes.

FIGURA 5. Un grafo de eventos temporalizado.

Deseamos estudiar la modelizatimediante “daters” de dicho grafo de even-
tos. Para esto seg el instante en el cual la transitiu se enciende par-ésima
vez. Definamos,, i = 1,2, como el instante en el que la transieix' se en-
ciende pomn-ésima vez. Anlogamente definimog,. Estas variables asociadas a
las transiciones reciben el nombre de “daters”. Si suponemos que una transici”
se enciende en el instante en que queda habilitada (es decir en el primer instante
en el que se dan todas las condiciones para que dicha tampigtda encenderse)
entonces las variables anteriores verifican las siguientes ecuaciones deoevoluci”

Xp=max(1+xt ,, 14+x2 1, 1+ uy) ,
xg =max(1+xt 2+ u) ,
Y = max(xi, Xg) .

las cuales pueden escribirse en forma matricial como :
Xk = A1 @ Xk—1 D A2 ® Xk—2 @ B ® U,
Yk =C ® Xk ,
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66 5. SISTEMAS DE ENTRADA-SALIDA.

donde

aof ) aef ) eefd e s

Extendiendo el vector de estado el sistema anterior puede llevarse a su forma
normal equivalente :

Xk = AXk—1 ® BUx ,
Yk = CXk .

2. GRAFOS DE EVENTOS TEMPORALIZADOS

Daremos ahora la modelizaci mediante “counters™ y la modelizami 2D
(2-dimensional) de los grafos de eventos temporalizados. Mostraremos la utilidad
de la modelizadh 2D y caracterizaremos en dicha modelipac# los sistemas
racionales.

2.1. MODELIZACION MEDIANTE “COUNTERS.

Consideremos nuevamente el grafo de eventos temporalizado de la figura 5.
Esta vez definamozsﬁ, i = 1,2, como la cantidad de veces que la traraeiok’
se ha encendido hasta el instanf@ncluido). Andlogamente definimos; e y;.
Estas nuevas variables asociadas a las transiciones reciben el nombre de “counters”.
Tenemos entonces que se verifica :

xt=min(xt ; +2,%x2 ;+ 1, u_1) ,
xZ=min(x! ; +1,u_p) ,
ye = min (x{, x?)

lo cual puede escribirse en forma matricial (min-plus) como :

X =AR®X_1PB1QU_1®BQUuUt_2,
Vi =C® X,

donde:

SIS}

Extendiendo nuevamente el vector de estado el sistema anterior puede llevarse
a su forma normal equivalente :

Xk = AXy_1 ® BUx,
Y = C Xy .

Podemos ver entonces que las recurrencias obtenidas mediante las dos mode-
lizaciones son diferentes.
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2.2. HIFTS.

Desde el punto de vista matatito es conveniente pensar a los “daters” co-
mo funciones no decrecientes destlg, en Zmax Entonces el conjunto de los
“daters” con la suma puntual habitual como suma y con la sup-conealgoiho
multiplicacion resulta ser un dioide. Una forma conveniente para trabajar con “da-
ters” consiste en considerar gutransformada. Para un “dated” = (dy)kez SU
y-transformada se define como la siguiente serie de potencias con coeficientes

enZmax
b — D
keZ

El conjuntoD [y] de lasy-transformadas de los “daters” con las operaciones de
suma y multiplcacion habituales de las series de potencias es un dioide el cual es
isomorfo al dioide de los “daters”.

El operador “shift” aplicado a un “dater” se define por :

Y (W kez — (Ok—1)ke7 -

Notemos que sD es lay-transformada dd entonces el operador “shift” corres-
ponde a multiplicaD pory.

Analogamente se puede definir el operador “shift” aplicado a un “counter”
por :

8 1 (Ctez, = (Ci-1tez -
Entonces sC = @ ¢! es las-transformada de resulta que el operador “shift”

teZ
corresponde a multiplica poré.

Ahora podemos escribir de la siguiente manera el sistema obtenido a partir de
la modelizacdh mediante “daters” de un grafo de eventos temporalizado :

X=yAX@®BU,
Y=CX.

Por lo tanto resulta que :
Y=C(yA*BU.

Analogamente podemos escribir de la siguiente manera el sistema obtenido a
partir de la modelizaor mediante “counters” de un grafo de eventos temporaliza-
do:

X =8AX® BU ,
Y=CX.

con lo cual resulta :
~ ~\ ¥ o~
Y=¢C (5 A) BU .
Al algebra de las series de potencias le corresporalgebra de los sistemas

donde la suma de dos sistemas es su puesta en paralelo y su oadbplies su
puesta en serie.
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v
) = @
[ L

v
) == @
[ L

e
S

FIGURA 6. Simplificacon de grafos de eventos temporalizados.

2.3. SMPLIFICACION.

Consideremos el primer grafo de eventos temporalizado de la figura 6; su mo-
delizactn mediante “daters” conduce a:

Y=Q2y&ly)U =2yU ,
en tanto que de su modelizanimediante “counters” resulta :
Y= (115U .

Por lo tanto la modelizaoii mediante “daters” nos dice que dicho sistema puede
simplificarse al sistema representado en el segundo grafo de eventos de la figura 6.

Consideremos ahora el sistema representado por el tercer grafo de eventos de
la figura 6. Entonces su modelizanimediante “daters” conduce a :

Y=(1ely)U,
en tanto que de su modelizanimediante “counters” resulta :
Y=25d 15U =15U .

Entonces la modelizami” mediante “counters” nos dice que este sistema puede
simplificarse al sistema representado en el cuarto grafo de eventos de la figura 6.
Como consecuencia de estos dos ejemplos se plantea la necesidad de tener un
algebra que nos permita una simplifi@atimaximal para lo cual introduciremos
la estructura algebraiddX[y, 8] (min max y§). Para esto comencemos por el
conjunto de las series de potencia formales en dos varighléscon coeficientes
booleanos y con exponentes En Este conjunto con la suma y multipicion
convencionales de las series es un dioide que es representdfi¢pat]. Con-
sideremos ahora la relaei de equivalencia e[ y, 8] definida por :

VA, BeB[y.5], AxB& () A=(s")"B.

El conjunto cocient(:é—l)* B[y, 8] definido por esta relaori de equivalencia
es un dioide con las operaciones inducidas por las operacioref,deé] el cual
resulta ser isomorfo Zmax[ 7] (el conjunto de las series de potenciasyeron
coeficientes erf%may). Finalmente consideremos la relagitle equivalencia en
(571" B[y, 8] definida por :

VA, B e (8_1)*IB%|[)/,8], A=B & y*A=y"B.

El conjunto cociente definido por esta retatide equivalencia se representa
porM>[y, 8] y el mismo es un dioide.
Existe otro camino para obtenkfX[y, 8] a partir de B [y, §] que consiste

en tomar primero el cociente pgi* seguido por el cociente p(@ﬁ‘l)*. Tambin
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*

es posible obtenévl®X [y, §] en un paso considerando el cociente @oﬂa 8—1)

BLY,5] —— (8 — Z ., [V]
y* Y (&Y y*
Z i [8]—— (87 —— MX[Y.3]

FIGURA 7. Modelizaciones

Geongtricamente efI2[y, §] un monomioy®s' representa a un cono sur-

este con eftice(c, t) (los elementos d8 [y, §] estAn en correspondencia uno a

uno con los subconjuntos @?#). Entonces la sum@ enM>[y, 8] corresponde

a la unon y la multiplicacn ® en M2X[y, §] corresponde a la suma vectorial
(estas dos operaciones son estables en el conjunto de las uniones de conos sur-
este). Notemos adeamque :

£=y> 8>,
e=1y%0.

EJEmMPLO2.1. MODELO 2D. Consideremos nuevamente el grafo de eventos tem-
poralizado de la figura 5. Entonces tenemos que :

_ 2
X=AXSBU. jondea= |77 73| B— Al C=[e ¢.
Y=CX, )/8 & )

Por lo tanto
Y =CA*BU = 8% (y8)*U .

Estalltima ecuaamh nos dice que el sistema de la figura 5 es equivalente al
sistema representado en la figura siguiente :

|—®—=]—O—l
(&

FIGURA 8. Sistema equivalente al sistema de la figura 5.

2.4. RACIONALIDAD , REALIZABILIDAD Y PERIODICIDAD .

DEFINICION 2.2. 1. Unaseri& € M2*[ v, 8] se diceracionalsi ella pertenece
a la clausura déz, e, v, 6} con respecto a unumiero finito de operaciones
@a ® y *.
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2. Una serie5 € M3>[ v, 8] esrealizablesi ella puede ser escrita como :
S=C(yA®3A)"B,

dondeC, A;, Ay y B tienen coeficientes booleanfas e}. En dicho casd®
representa al sistema:

X=(A®3iA)XDBU,
Y=CX.

3. Unaseries e M3[y, 8] es periodicasi existen dos polinomiogy gy un

monomiom tal que :
S=pogm".

El siguiente teorema puede demostrarse.

TEOREMA 2.3. Para Se MX[y, 8] las siguientes tres afirmaciones son equiva-
lentes.

1. S esrealizable.
2. S esracional.
3. S es pendica.

3. RESOLUCION DE TRES PROBLEMAS

Mostraremos como un problema de valor propio generalizado permite calcular
la tasa de producoii de un grafo de eventos temporalizado yoaotho y de all’
deduciremos un feedback sobre la salida de un sistema que no lo lentifica y que
asegura la acotami’del nimero de marcas en el sistema. Finalmente mostraremos
como la residuaoin permite calcular el instanteawm tardd para lograr un objetivo.

3.1. VALOR PROPIO GENERALIZADQ

Consideremos ahora un grafo de eventos temporalizadcoyp@uio (sin en-
tradas ni salidas) con una dimica dada por la siguiente ecuati”

X =A®y,8X.

Entonces tenemos el siguiente teorema.
TEOREMA 3.1. Si

1. A(y, ) esirreducible,
2. G (A(—o00, 1)) notiene circuitos de peso positivo,
3. G (A(o0, 1) tiene al menos un circuito de peso iguakao,

entonces existe X R, Y 2 € Rmax Unico tal que :
X=AMr11)®X.

Adends tenemos que

dondeC representa el conjunto de los circuitos y m es un monomio de pesos de un
circuito con m= M §™ms,

CUADERNON® 28



3. RESOLUCON DE TRES PROBLEMAS. 71

El valor propio generalizada se interpreta como la inversa de la tasa de pro-
ducciin de la red de Petri ya que

Xni1 = AXp = X = yAX = AX = AX,
y luego si comenzamos cofy = X resulta queX, = ni + Xg .
DEMOSTRACION. Debemos encontrat y A tales que :
X=Ar1L1)®X,

y entonces. debe ser tal que sea valor propio dé (171, 1).
ComoA ()rl, 1) es irreducible admite uanico valor propio dado por :

cly, (A 1
AG) =max Qe B oy L > max(ms —my2) | .
ceC |C|| |C|| i ])ECmEA”

Si suponemos que existdal queA (1) = eentonces tenemos que :

ms
AZ> max —,
CeC,meC my

y la igualdad debe verificarse para un monomio de un circuito.

Falta mostrar que existetal queA () = e. Como la funadn A (1) es el
supremo de funciones afines la misma resulta convexa. Pordeebkip 3 tenemos
que

Iim AQ) =
A——00

y por la hipdtesis 2 resulta que

Iim AQX) <O0.
A—>+400
Por lo tanto existe uaricoA tal queA (1) = 0. O

EJEmMPLO3.2. Consideremos el grafo de eventos temporalizadognautd de la
figura siguiente . Entonces= max(4/2, 3/2, 3/2) = 2.

(9
)
I ®—>I>
(3
FIGURA 9. A = 2.
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LI
4

A v

FIGURA 10. Feedback.

3.2. FEEDBACK QUE NO LENTIFICA.

Consideremos ahora un sistetHa Deseamos encontrar un “feedbac®”
tal que el sistema representado en la figura siguiente sea estable (es decir que el
niimero de marcas esticotado).

La dinAmica de este sistemaes :

Y=HU®SY)=(HS"HU .

Se puede obtener este resultado uniendo las salidas con las entradas por arcos
conteniendo suficientes marcas como para no lentificar el sistema y de manera tal
que el mismo resulte fuertemente conexo (esto no es siempre posible). Entonces
cada lugar estén un circuito y en un circuito de un grafo de eventosieh@ro de
marcas es constante.

3.3. INSTANTE MAS TARDIO PARA LOGRAR UN OBJECTIVQ

Sea ahora un sistema cuyaalinica esd'dada por :

{x — AX®BU ,
Y=CU.
Para uny dado (el objetivo) deseamos encontrar el mayqara el cual se verifica
Z=CA'BUKY.
Sabemos que dichHd est dado por :
U=CA'B\Y,

y el mismo es soluoin del sistema siguiente :

§=AEAC\Y,
Y =B\,

puesU = CA*B\Y = A*B\ (C\Y) = B\ (A*\ (C\Y)).

4. OPTIMIZACION DE RECURSOS Y ORDENAMIENTQOPTIMO.

Mostraremos ahora como puede ser resuelto el problema de optiom ziadi”
nimero de marcas sujeto a una restnocsobre la tasa de salida. Mostraremos
también como el apilamiento de piezas permite formular los problemas de orde-
namiento.
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4.1. OPTIMIZACION DE RECURSOS

Consideremos un grafo de eventos temporalizade (P, 9O, M, N, m, 7).
Entonces el amero de marcas se conserva en los ciclo§.d&lgunas de las mar-
cas cuando eali en ciertos lugaréBcC P pueden ser interpretadas como recursos
cuyo costo estdado pocy. Deseamos resolver entonces el problema :

2. Mp
. . . pec
inf Z CpMp Sujetoa: i = min >,
My 4~ ceC ) Tp
peP pec

dondeu es una tasa de salida dadé sepresenta el conjunto de los circuitosidle
Ahora bien

> Mp
. eC
)L=m|nIO 2,4;@2,0;,20, Vc e C, donde pp = mp — utp
ceC Z Tp pec
pec
SFw=20:pRQv>v,
dondep es la matriz cuyos coeficientes sonjgsp = (i, ), i, ] € Q.

Por lo tanto el problema de optimizacide recursos es equivalente a resolver
el programa lineal siguiente :

nrpfig{cf'mflv®p>v,v>0}-
EJEmPLO4.1. Consideremos un sistema de manufactura (flow-shop) compuesto
por dos naiquinas y que produce tres tipos de partes. Se supone que todas las partes
siguen la misma secuencia daquinas (aunque algunas pueden no utilizarse) y
toda n&Equina es visitada a lo sumo una vez por cada parte. Las partes son lle-
vadas por unarmero finito de carros. Un sistema de este tipo puede representarse
mediante un grafo de eventos temporalizado como el de la figura 11 donde las mar-
cas verticales representan a los carros y las marcas horizontales representan a las
magquinas. Podamos entonces minimizar la cantidad total de carros manteniendo

la tasa de produceii dada por la muina nais lenta.

o 6 o

C ‘ ty lmaquina 1‘ ts
5O B0 5O

l ty imaquinazl tg
N -%@-@/)

FIGURA 11. Un sistema de manufactura.

6\

&
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4.2. APILAMIENTO DE PIEZAS Y PROBLEMAS DE ORDENAMIENTO

Supongamos que tenemos un conjunté géezas que se apilan una arriba de
la otra. Deseamos conocer la alturaxima alcanzada por este apilamiento. Una
piezaA' esH caracterizada por la furari’:

Ale - éy - é.x )
dondedy es la altura del borde inferior de la pieza en el punto ay es la altura
del borde superior de la pieza en el pugt(ver la figura siguiente).

A A

T

Ady A2

ay
A
ay

FIGURA 12. Apilamiento de piezas

Seah' la altura del borde superior de la pidzen el apilamiento. Entonces se
verifica que :

i+1 _ i i+1) _ (i i+1
hitl = S)L(Jp<h'x + A ) = (h' @ At
y por lo tanto la soluaih a nuestro problema estiada por :

hh@Al®- - @ A®e,

dondehg es la altura inicial.
Un caso particular se obtiene cuando las piezas tienen espesor cero y entonces
resulta :

é=ééa, Axy=ay_ax

Dado un conjunto de piezas el problema de ordenamigutind consiste en
encontrar el orden en el cual deben apilarse las mismas de manera tal de obtener
una altura total nmiima. Por lo tanto es necesario resolver el problema :

inflhoe AV g...e AW e,

dondes son las permutaciones del conjuilo. .. , k}.

4.3. APLICACION A LA PRODUCCION.

Supongamos ahora que la variakles discreta y que representa los recursos
de un sistema de manufactura. Una pieza corresponde a una tarea que hay que
hacer y que tiliza varios recursos (el espesor de una pieza representa el tiempo
necesario para llevar a cabo la tarea correspondiente). Por ejemplo para el sistema
de manufactura del ejemplo anterior existen seis tareas (pues cada uno de los tres
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carros debe pasar por cada una de las dguinas) las cuales estrepresentadas
por las piezas de la figura siguiente :

A A A

transporte

produccion

ts te
a g o

t3 t3
mpgmy €1 G C3 X

FIGURA 13. Aplicacin a la produccain y al transporte del apila-
miento de piezas.

De esta manera obtenemos el tiempaimo necesario para llevar a cabo todas
las tareas.

4.4, APLICACION AL TRANSPORTE

Tambin es posible utilizar el etddo anterior para determinar los horarios de
los trenes. En este caso las piezas son las trazas espacio-tiempo a lo largo de una
via para un tren.

5. REDES DEPETRI FLUIDAS Y CONTROL ESTO®STICO.

Daremos a continuaai la definicon de una red de Petri temporalizada de
tiempo continuo la cual es muy similar ala de las redes de Petri convencionales. La
principal diferencia reside en el funcionamiento y en la interpretedel sistema
pues circulan por la red “fluidos” en lugar de marcas.

DEFINICION 5.1. Unared de Petri temporalizada de tiempo continuo,
N=(Pa Qa Mapamaf) )
est compuesta por :
1. P es un conjunto finito de elementos llamados lugares ;
2. @ es un conjunto finito de elementos llamados transiciones ;
3. M e (RT)7*9YP*2 multiplicadoresM q (respectivament®ly,) nos da
el nimero de arcos que van desde la tramsigial lugarp (respectivamente

desde el lugap a la transiobh q);
4. p: Qx P —RT lacual verifica :

Z pgp=1 VpeP,
qepout
cuando un lugap es anterior a varias transiciones supondremos que la pro-
porcion del fluido que debe asignarse a cada traosieist dada por la
funcion p;
5 me (]RJF)73 representa la marca inicial, es decir qug es la cantidad de
“fluido” disponible inicialmente en el lugap;
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76 5. SISTEMAS DE ENTRADA-SALIDA.

6.t € (RJF)P representa el tiempo de espera, es decir gyes el tiem-
po mimo que transcurre entre la entrada de unaeawt al lugarp y
el instante en el que la misma queda disponible para el encendido de una
transicon posterior.

Los multiplicadores indican la damica de la red de Petri de la siguiente ma-
nera: la transi@ng tomaMgp “moléculas de fluido” de cada uno de los lugapes
anteriores @ y produceM pq “moléculas de fluido” para cada uno de los luggres
posteriores g. El encendido (mezcla de fluidos) de la transiotontinia mientras
ninguno de los lugares anteriores a la misma est@vac’

Daremos ahora las ecuaciones de progranmagdifdmica para estas redes de
Petri. Con este objetivo definamos :

1. Z, (t) representa la cantidad acumulada de fluido que ha ingresado al lugar

p hasta el tiempo (incluido el fluido inicial);

2. Zq (1) representa el urhero acumulado de encendidos de la transigi”

hasta el tiempo.

Si definimos

2M Anm-1 ~ A
Hpg = Mpqg, Hgp = Mgp, Hagp = HagpPLap >

entonces se puede mostrar que las funciones anteriores verifican las siguientes
ecuaciones

Zq () = min jigpZp (t —7p),
p€q|n
gepin

De estas dos igualdades obtenemos :

q/epin

Esta ecuadin puede ser interpretada earrtiinos de un problema de control
estogstico (semi-Markov) con tasa de actualipaci El siguiente teorema puede
demostrarse.

TEOREMA5.2. Si existev € (R*)° tal que :
Z quqp == Z Mpq/vq/, Vp € 7) )
qepout qepin
entonces (5.1) se interpreta como un problema de control astioo’(semi-Markov)

. N . Z
sin actualizagbh con funabh de Bellman \y= —.
v
q

Un caso particular esta dado cuando se cumple que :
qepout qepin
es decir cuando existe el mismoaméro de arcos entrantes y salientes de cada
lugar. En dicho caso = 1.

1Decimos que unerticer (lugar o transian) es anterior alertices si Mg, # 0. Equivalente-
mente se dice quees posterior a. Representaremos coft'! al conjunto de eftices posteriores al
vérticer y conr'™ al conjunto de eftices anteriores akvficer.
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6. NOTAS

Todo la concerniente a los grafos de eventos es un resumen de insosap”
y 5 de [7]]. Complementos sobre los redes detrPmas generales se encuentran
en [20, 21. La versiin estoastica de esta modelizaci puede encontrarse en el
captulo 7 de [7].

La aplicacon a la produccih se describe eriy].

El método de optimizacih de recursos presentado age’encuentra erdf] y
es una versin mejorada de un etddo propuesto er6p]. En [37] puede encon-
trarse un mtodo basado en ehlulo formal para resolver este mismo problema.

La modelizaadn de ciertas clases de redes de Petri por apilamiento de piezas
fué introducida en3g].
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Notacion

(1>

por definicon
conjunto vam
dioide de series booleanas en dos variablgss
esperanza mateatica
funcion caractastica de una variable de decisi”
medida de costo
valor de una variable de deaisi”
dioide de series formales en dos variableg §
nimeros naturales
Optimo de una variable de deasi”
medida de probabilidad
nimeros reales
Rmax dioide{R U {—o0}, max, +}
Rmin  dioide{R U {+o0}, min, +}
S sensibilidad de una variable de deoisi”
7, nameros naturales positivos y negativos

Zmady] dioide de series booleanas en variabteson coeficientes efimax
Zmin[8] dioide de series booleanas en variatdle®n coeficientes efmin
@ adicidn en un semi-anillo

® multiplicacdn en un semi-anillo
A e A A ---

ff residuodef

e elemento identidad en un semi-anillo

1 vectordel

C transformada de Cramer

£ conjunto de estados
&y
f
Fe
g
L

=

Bly,$

ERN=E

M&[y, 8

n

e

® O Z

homomorfismo de evaluami’
conjunto de controles
transformada de Fenchel
conjunto de las observaciones
transformada de Laplace
Mho(x) costo estable/Ip[(x — m)/o]P
Nmo(X) densidad de una ley gaussiana de metiavarianzar
P conjunto de lugares
@ conjunto de transiciones
Om.o(x) forma cuadatica I/2[(x — m)/o]?
S conjunto de “feedbacks”
7  conjunto de tiempos
ker(A) nucleo deA
Im(A) imagen deA
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NOTACION

identidad

nimero de estados posibles

nimero de controles posibles

nimero de observaciones posibles

control de una cadena de Markov

estado de una cadena de Markov

observaadh de una cadena de Markov

multiplicador de la transioing al lugarp y del lugarp a la transiobh
g de unared de Petri

probabilidad condicional de ir del estad@l estadoc’

generador de una cadena de Markdw Iq

probabilidad condicional de ir del estadoal estadox’ cuando el
control esu

probabilidad condicionada de ir del estadal estado<’ y observary
probabilidad condicionada de la transigidel estadx al estado<’ y
observary cuando el control es

ley de probabilidad sobr&

densidad de costo sohfe

valor propio ‘ ‘ ‘

Tt ooxh = X =X D+ x™)
matrices que definen un sistemaatimco max-plus lineal

funcién de transferencia de un sistema entrada-salida max-plus lineal

proyeccon

funcion de Bellman

marca inicial

cero en un semi-anillo

“shift” aplicado a un “counter”

“shift” aplicado a un “dater”

proporciin asignada del luggr al transiconq
tiempo minimo en el lugap
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