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Este curso intensivo dictado por el Prof. Jean-Pierre Quadrat en la Facultad de Cien-
cias Exactas, Ingenier´ıa y Agrimensura de la Univesidad Nacional de Rosario (FCEIA-
UNR) en noviembre de 1998 ser´a seguido por el que desarrollar´a el año próximo el Prof.
Guy Cohen sobre el tema : “Discrete Event System Analysis and Control : from timed
Petri Net to Algebra” .

Ambos forman parte del ciclo de cuatro cursos intensivos previstos en el marco del
Programa de Capacitaci´on e Iniciación en la Investigaci´on sobre “Sistemas de Eventos
Discretos y Redes de Comunicaci´on” que vincula al INRIA (Institut National de Recherche
en Informatique et en Automatique) de Francia con el Instituto de Matem´atica “Beppo
Levi” de la FCEIA-UNR.

Entendemos que la publicaci´on de este Cuaderno facilitar´a a los lectores en lengua
castellana un primer contacto con un material de mucho inter´es, reciente, en plena evolu-
ción y que abre la perspectiva de m´ultiples aplicaciones en sistemas de transporte, sin-
cronización de sem´aforos, puesta en marcha de plantas industriales, sistemas flexibles de
manufactura, redes de computadoras, etc.

Es con satisfacci´on que se˜nalamos que j´ovenes investigadores que han participado en
varias actividades del Programa intervienen desde comienzos de 1999 en un proyecto de
investigación y desarrollo que un equipo del INRIA tiene a su cargo, tarea que incluye el
estudio de casos concretos en algunas de las ´areas de aplicaci´on antes mencionadas.

Deseamos finalmente agradecer a todos quienes han permitido con su dedicación y
apoyo la materialización de las etapas ya cumplidas como aqu´ellas en curso del Progra-
ma y , en particular, al CONICET, a la Fundaci´on Antorchas, al Minist`ere des Affaires
Etrangères de Francia, al INRIA, y al proyecto ALAPEDES del Programa Europeo TMR.

Consejo Cient´ıfico del Instituto de Matem´atica “Beppo Levi”.

Ce mémoire est un cours r´esumant une partie des travaux r´ealisés dans le cadre d’un
groupe de travail de l’INRIA appel´e Max-Plus ainsi que des collaborations de ce groupe
de travail avec d’autres personnes int´eress´ees par ce sujet. Les personnes ayant particip´e à
un moment ou `a un autre `a ces travaux sont M. Akian, F. Baccelli, D. Dubois, G.Cohen, O.
Fall, S.Gaubert, G.J. Olsder, P. Moller, M. Viot et l’auteur. Dans cette pr´esentation les liens
entre l’algebre max-plus et la commande stochastique ont ´eté expliqués. Les travaux sur la
commande stochastique dont il est question ici doivent beaucoup `a des collaborations avec
F. Delebecque et M. Viot.

J’aimerais souligner ici la collaboration constante avec G. Cohen avec lequel ces
recherches ont commenc´e et qui n’a jamais cess´e d’avoir des id´ees renouvelant le sujet,
avec S. Gaubert qui a jou´e le plus grand rˆole dans les travaux r´ecents, avec M. Akian qui
a eu un apport essentiel dans les r´esultats expos´es dans le chapitre 2 et enfin avec M. Viot
qui a apport´e depuis le d´ebut des contributions fondamentales. Ce sont leurs id´ees qui sont
exposées ici.

Je voudrais remercier ici toutes les personnes ayant permis la r´ealisation de ce m´emoire
en particulier : - E. Rofman qui a ´eté l’instigateur passionn´e de ce cours pr´esentà toutes
lesétapes (discussion du contenu, organisation du cours, relecture du m´emoire); - R. Katz
qui à partir du cours oral et de notes manuscrites en franc¸ais a fait un formidable travail
de rédaction et de r´ealisation du m´emoire (les utilisateurs de Tex savent le travail que cela
représente de r´ediger et réaliser un m´emoire de 80 pages); - E. Mancinelli qui a fait une
relecture du m´emoire indispensable ´etant donn´ee la méconnaissance compl`ete de la langue
espagnole de l’auteur.

J.-P. Q. email: Jean-Pierre.Quadrat@inria.fr
INRIA-Rocquencourt, Domaine de Voluceau
BP 105, 78153 Le Chesnay Cedex (France).

CUADERNO N◦ 28



Indice General

Capı́tulo 1. Semi-anillos y semi-m´odulos 9
1. Introducción y motivación 9
2. Semi-anillos y semi-m´odulos 10
3. Ecuaciones lineales 12
4. Simetrizaci´on delálgebra max-plus . 15
5. Polinomios, funciones racionales y ecuaciones polinomiales. 17
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CAPı́TULO 1

Semi-anillos y semi-ḿodulos

1. INTRODUCCIÓN Y MOTIVACI ÓN

El objetivo del curso es mostrar la importancia de las estructuras de semi-
anillos y de semi-m´odulos en matem´atica aplicada y en las ciencias de la inge-
nierı́a. Estas estructuras algebraicas tan generales permiten reunir en un cuadro
único problemas de naturaleza matem´atica, a priori, diferentes.

Si consideramos los n´umeros reales munidos de las operaciones de m´aximo y
de suma en lugar de los operadores tradicionales de suma y multiplicación obtene-
mos una estructura algebraica de semi-anillo que nos permite hablar de linealidad.
Esta linealidad permite definir una nueva clase de modelos tan manejables como
los sistemas lineales habituales. En los siguientes cuatro ejemplos mostramos los
sistemas lineales max-plus, y las ventajas aportadas por esta observaci´on en su
análisis.

1.1. ECUACIONES DE TIPOHAMILTON -JACOBI-BELLMAN (H.J.B.)

La ecuaci´on de HJB de la mec´anica :

∂wψ

∂ t
+ 1

2

(
∂wψ

∂x

)2

= 0, w0 = ψ ,

admite una soluci´on única en los espacios funcionales a determinar, que se inter-
preta como la soluci´on del problema de c´alculo variacional :

v(t, y) = inf
x(.),x(t)=y

(
ψ(x(0))+

∫ t

0

ẋ2(s)

2
ds

)
,

y por lo tantoψ 7→ wψ es una aplicaci´on min-plus lineal :w(k+ψ) = k + wψ y
w(ψ1∧ψ2) = wψ1 ∧ wψ2 .

1.2. FÓRMULA DE CRAMER

Las fórmulas de Cramer

x = ed− bf

ad− bc
, y = a f − ec

ad− bc
,

dan la soluci´on del sistema lineal (en el sentido cl´asico) :{
ax+ by= e ,

cx+ dy= f ,

permitiendo resolver igualmente :{
max(a+ x, b+ y) = e ,

max(c+ x, d+ y) = f ,

9



10 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MÓDULOS

por
x = max(e+ d,	 (b+ f ))−max(a+ d,	 (b+ c)) ,

y = max(a+ f,	 (e+ c))−max(a+ d,	 (b+ c)) ,

donde 		 a = a y

max(b,	a) =


b si b > a ,

	a si b < a ,

ȧ si b = a .

EJEMPLO 1.1. Paraa = 3, b = 0, c = 0, d = 2, e= 5, f = 5, obtenemos :

x = max(7,	5)−max(5,	0) = 7− 5 = 2 ,

y = max(8,	5)−max(5,	0) = 8− 5= 3 .

Puede verificarse que estos valores son soluci´on del sistema lineal max-plus.

1.3. INF-CONVOLUCIÓN DE FORMAS CUADŔATICAS.

La convolución de dos leyes gausianas resulta gausiana. De igual manera la
inf-convolución de dos formas cuadr´aticas resulta cuadr´atica siguiendo los coefi-
cientes la misma ley. M´as precisamente, notando :

Qm,σ (x) ,
1

2

(
x −m

σ

)2

,

tenemos
inf
y

[
Qm,σ (y)+ Qm̃,σ̃ (x − y)

] = Qm+m̃,
√
σ 2+σ̃ 2(x) .

1.4. GRAFOS DE EVENTOS TEMPORALIZADOS.

Los grafos de eventos temporalizados (cap´ıtulo 5, figura 5) son una subclase
de redes de Petri que siguen el siguiente sistema entrada salida lineal max-plus :{

Xk+1 = AXk ⊕ BUk ,

Yk = CXk ,

en el cual el producto matricial debe considerarse en el sentido max-plus (sustitui-
mos la suma por el m´aximo y el producto par la suma) y⊕ significa máximo.

2. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MÓDULOS

Nos referiremos a las estructuras de semi-anillo y de semi-m´odulo y adem´as a
las estructuras particulares que de ´estas se derivan.

DEFINICIÓN 2.1. Unsemi-anillo(S,⊕,⊗) es un conjuntoS junto con dos opera-
ciones⊕,⊗ que verifican :

1. ⊕ es asociativa, conmutativa, y tiene elemento neutroε.
2. ⊗ es asociativa, tiene elemento neutroe, es distributiva respecto a⊕ y ε es

absorbente, es decirε ⊗ a = a⊗ ε = ε , ∀a ∈ S.

En el caso en que el semi-anillo seaidempotente(a ⊕ a = a, ∀a ∈ S) se
dice queS es undioide. Cuando(S− {ε} ,⊗) es un grupo (todo elemento admite
inverso) se dice queSes unsemi-campo.
Una estructura de m´odulo sobre un semi-anillo ser´a llamadasemi-m´odulo.

CUADERNO N◦ 28



2. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MÓDULOS 11

EJEMPLO 2.2. Semi-anillos idempotentes :

S ⊕ ⊗ ε e Aplicación Nombre

R ∪ {+∞} min + +∞ 0 camino más corto Rmin

R ∪ {+∞,−∞} min + +∞ 0 camino más corto Rmin

R ∪ {−∞} max + −∞ 0 camino más largo Rmax

R+ ∪ {+∞} max min 0 +∞ capacidad m´axima R+max,min
[0, 1] max × 0 1
R+ max × 0 1 R+max,×
{0, 1} ∪ ∩ 0 1 lógica B
P (6∗) ∪ prod. lat. ∅ − lenguajes L

Semi-anillos no idempotentes :

S ⊕ ⊗ ε e Aplicación Nombre

R+ + × 0 1 probabilidad R+

A partir de estas estructuras elementales es posible construir estructuras vecto-
riales, las cuales tendr´an una estructura an´aloga.

En particular el conjunto de las matrices cuadradas con entradas en estas es-
tructuras y con el producto matricial adaptado :

[ A⊗ B] i j =
⊕

k

(
Aik ⊗ Bkj

)
,

posee la misma estructura que los escalares.
Análogamente, el conjunto de las sucesiones de escalares(ai )i≥0 posee la mis-

ma estructura que los escalares si se utiliza como producto a la convoluci´on :(
(ai )⊗

(
bj
))

k =
⊕

i+ j=k

ai ⊗ bj .

EJEMPLO 2.3. 1. Producto matricial en max-plus[
2 ε

3 5

]
⊗
[
5 e
3 e

]
=
[
7 2
8 5

]
.

2. Producto de polinomios formales en max-plus(
e⊕ 2x ⊕ 3x2) (5x ⊕ 7x3) = 5x ⊕ 7x2⊕ 8x3⊕ 9x4⊕ 10x5 .

3. Notaciones en max-plus :

3⊗2 = 3⊗ 3 = 3+ 3= 6 ,

3/4 = 3− 4 = −1 ,
√

1 = 1

2
,

3
1
5 = 3× 1

5
= 3

5
.

4. Algunas fórmulas en max-plus :

(a⊕ b)n = an ⊕ bn, min(a, b) = a⊗ b

a⊕ b
.
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12 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MÓDULOS

3. ECUACIONES LINEALES

En esta secci´on estudiaremos la ecuaci´on afı́n general en una inc´ognita en
Rmax. También presentaremos resultados sobre el problema de punto fijox =
Ax ⊕ b y del problema de autovalorAx = λx en el caso en que la matrizA sea
irreducible.

3.1. FUNCIÓN AFÍN Y ECUACIÓN AFÍN

La ecuaci´on afı́n general en una inc´ognita enRmax está dada por :

ax⊕ b = ãx⊕ b̃ (3.1)

cuya soluci´on está dada por el siguiente teorema.

0

y
=

ax
⊕ b

y
=

a
′ x
⊕ b

′

max

max

FIGURA 1. Una ecuaci´on afı́n.

TEOREMA 3.1. La solución de la ecuaci´on (3.1) se obtiene de la siguiente mane-
ra :

1. si (
(ã < a) y

(
b < b̃

))
ó
(
(a < ã) y

(
b̃ < b

))
(3.2)

la solución esúnica y est´a dada por :
b⊕ b̃

a⊕ ã
;

2. si a 6= ã , b 6= b̃ y si (3.2) no se verifica, no hay soluciones enRmax;
3. si a = ã y b 6= b̃, la solución no es ´unica y todas las soluciones est´an

dadas por x≥ b⊕ b̃

a
;

4. si a 6= ã y b = b̃, la solución no es ´unica y todas las soluciones est´an

dadas por x≤ b

a⊕ ã
;

5. si a= ã y b= b̃, todo x∈ R es soluci´on.

En la práctica, es mejor simplificar la ecuaci´on (3.1) antes de resolverla. Por
ejemplo siã < a y b < b̃, entoncesax⊕ b = ãx⊕ b̃⇔ ax = b̃. La tabla 1 pre-
senta las diferentes ecuaciones simplificadas que pueden obtenerse de esta manera,
llamadas formas can´onicas de la ecuaci´on afı́n.

3.2. SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES

La ecuaci´on general af´ın en(Rmax)
n es :

Ax⊕ b = Ãx⊕ b̃ ,

CUADERNO N◦ 28



3. ECUACIONES LINEALES 13

Ecuacion Solucion

ax = b x = b/a
ax⊕ b = ε no existe

ax⊕ b = ax x ≥ b/a
ax⊕ b = b x ≤ b/a

ax⊕ b = ax⊕ b Rmax

TABLA 1. Las can´onicas ecuaciones af´ınes.

la cual puede llevarse a su forma can´onica de la misma manera que en el caso de
una sola inc´ognita.

EJEMPLO 3.2. Consideremos el sistema :[
3 2
ε 2

][
x1

x2

]
⊕
[
1
2

]
=
[
4 1
1 1

] [
x1

x2

]
⊕
[

e
3

]
,

el cual puede simplificarse de la siguiente manera (forma can´onica) :[
ε 2
ε 2

][
x1

x2

]
⊕
[
1
ε

]
=
[
4 ε

1 ε

][
x1

x2

]
⊕
[
ε

3

]
.

En el próximo teorema trataremos el caso particularx = Ax⊕ b (punto fijo).
Notamos conG(A) el grafo de precedenciaasociado a la matriz cuadradaA,

que se obtiene asociando a cada columna de la matriz un nodo y a cada coeficiente
Aij distinto deε una arco dej a i con pesoAij .

TEOREMA 3.3. Si existen ´unicamente circuitos de peso no positivo enG(A) , en-
tonces existe una soluci´on de x= Ax⊕ b la cual est´a dada por x= A∗b donde

A∗ ,
+∞⊕
i=0

Ai =
n−1⊕
i=0

Ai .

Además si todos los circuitos tienen peso negativo esta soluci´on esúnica.

DEMOSTRACIÓN. Si A∗ existe, entoncesA∗b es soluci´on pues

A
(
A∗b

)⊕ b = (e⊕ AA∗
)

b = A∗b .

EXISTENCIA DE A∗. El significado de(A∗)i j puede pensarse como el m´aximo
peso entre todos los caminos de cualquier longitud que van del nodoj al nodoi .
Por lo tanto, una condici´on necesaria y suficiente para la existencia de(A∗)i j es que
ninguna componente fuertemente conexa deG(A) posea un circuito con peso posi-
tivo. En caso contrario, existir´ıa un camino dej a i con peso arbitrariamente grande
para todos los nodosj e i pertenecientes a la componente fuertemente conexa que
contiene este circuito de peso positivo.

UNICIDAD . Supongamos quex sea una soluci´on dex = Ax⊕ b. Entoncesx
verifica :

x = b⊕ Ab⊕ A2x = b⊕ Ab⊕ · · · ⊕ Ak−1b⊕ Akx . (3.3)

y entoncesx ≥ A∗b. Además, si todos los circuitos del grafoG(A) tienen peso
negativo, entoncesAk → ε cuandok→∞ pues las entradas deAk son los pesos
de caminos de longitudk los cuales necesariamente atraviesan circuitos deG(A)
un número de veces que tiende a∞ cuandok tiende a∞, y estos circuitos tienen
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14 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MÓDULOS

peso negativo. Por lo tanto, utilizando esta propiedad y la ecuaci´on (3.3) parak
suficientemente grande obtenemos quex = A∗b y

Ak < e⊕ A · · · An−1, ∀k ≥ n⇒ A∗ =
n−1⊕
i=0

Ai .

El siguiente teorema muestra la existencia de una noci´on max-plus an´aloga del
valor propioλ y vector propiox soluciones de la ecuaci´on :

A⊗ x = λ⊗ x .

TEOREMA 3.4. Si A es irreducible (G(A) es fuertemente conexo), existe un ´unico
autovalor (pero posiblemente varios autovectores). Este autovalor es igual al
máximo ciclo medio deG(A), es decir :

λ = max
ζ

|ζ |w
|ζ |l

,

dondeζ varı́a sobre el conjunto de circuitos deG(A).

DEMOSTRACIÓN.
EXISTENCIA DE x Y λ. Consideremos la matrizB = A/λ. Entonces el peso

máximo de los circuitos deG(B) ese. Por lo tantoB∗ y B+ = BB∗ existen. La
matriz B+ tiene algunas columnas con la entrada de la diagonal igual ae. Para
probar esto, tomemos un v´erticek de un circuitoζ tal queζ ∈ arg maxζ |ζ |w / |ζ |l .
Entonces el peso m´aximo de los caminos desdek a k ese. Por lo tanto tenemos
quee= B+kk. Representemos conB·k a lak-ésima columna deB. Entonces, como
en generalB+ = BB∗ y B∗ = e⊕ B+, para dichok obtenemos :

B+·k = B∗·k ⇒ BB∗·k = B+·k = B∗·k ⇒ AB∗·k = λB∗·k .

Por lo tantox = B+·k = B∗·k es un autovector deA correspondiente al autovalorλ.
INTERPRETACÍON DE UN AUTOVALOR λ. Seaλ un autovalor deA y seax

el autovector correspondiente. Entonces existe una componente no nulaxi1 dex.
Como tenemos que(Ax)i1 = λxi1, existe otro ´ındicei2 tal queAi1 i2 xi2 = λxi1 y
entoncesxi2 6= ε y Ai1 i2 6= ε. Podemos repetir este argumento y obtener una suce-
sión

{
i j
}

tal que : Ai j−1i j xi j = λxi j−1 , xi j 6= ε y Ai j−1 i j 6= ε. En algún momento
debemos encontrar un ´ındiceil que ya figuraba en dicha sucesi´on pues el n´umero
de vértices es finito. Por lo tanto obtenemos un circuitoβ = (il , im, . . . , il+1, il ) .
Multiplicando a lo largo del circuito resulta :

Ail il+1 Ail+1 il+2 . . . Aimil xil+1 xil+2 . . . xim xil = λm−l+1xil xil+1 . . . xim .

Comoxi j 6= ε para todoi j , podemos simplificar en la ecuaci´on anterior lo cual
demuestra queλm−l+1 es el peso de un circuito de longitudm− l + 1 , o dicho de
otra forma,λ es el peso medio del circuitoβ.

SI A ES IRREDUCIBLE, TODAS LAS COMPONENTES DE UN AUTOVECTORx
SON DIFERENTES DEε. Supongamos que el soporte dex (vértices correspondi-
entes a componentes no nulas) no es todo el grafo. Entonces existen arcos que van
de vértices del soporte hacia otros v´ertices que no est´an en el soporte puesG(A) es
fuertemente conexo. Por lo tanto, el soporte deAx es más grande que el soporte
dex lo cual contradice a la ecuaci´on Ax = λx.
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4. SIMETRIZACIÓN DEL ÁLGEBRA MAX-PLUS . 15

UNICIDAD EN EL CASO IRREDUCIBLE. Consideremos cualquier circuito

γ = (i1, . . . , i p, i1
)
.

Entonces tenemos que

Ai2 i1 xi1 ≤ λxi2, . . . , Ai p i p−1 xi p−1 ≤ λxi p, Ai1 i p xi p ≤ λxi1 .

Por lo tanto, utilizando el mismo argumento que en el p´arrafo de la interpretaci´on
de un autovalorλ, vemos que dichoλ es mayor o igual que el peso medio deγ .
Entoncesλ es el máximo ciclo medio y por lo tanto es ´unico.

4. SIMETRIZACI ÓN DEL ÁLGEBRA MAX -PLUS .

En esta secci´on extenderemos el conjuntoRmax a un conjunto m´as grandeS
(del cualRmax puede verse como la parte positiva) mediante la simetrizaci´on de
la operaci´on de máximo con el objetivo de obtener una clase m´as grande de ecua-
ciones lineales. Pero, como veremos en el pr´oximo teorema, si la extensi´on de⊕
al nuevo conjuntoS es idempotente no es possible que la ecuaci´ona⊕x = ε tenga
solución.

TEOREMA 4.1. Todo grupo idempotente se reduce al elemento nuloε.

DEMOSTRACIÓN. Seaa un elemento arbitrario de un grupo idempotente(G,⊕)
con elemento nuloε. Seab el elemento sim´etrico dea. Entonces

a = a⊕ ε = a⊕ (a⊕ b) = (a⊕ a)⊕ b = a⊕ b = ε .
Por lo tantoG = {ε}.

Consideremos el conjuntoR2
max que junto con las operaciones :{

(x1, x2)⊕ (y1, y2) = (x1⊕ y1, x2⊕ y2) ,

(x1, x2)⊗ (y1, y2) = (x1y1⊕ x2y2, x1y2⊕ x2y1) ,

es un dioide (semi-anillo idempotente) con elemento nulo(ε, ε) y elemento unidad

(e, ε). Si x = (x1, x2) se define	x = (x2, x1), |x| = x1 ⊕ x2 y
•
x= x 	 x =

x ⊕ (	x) = (|x| , |x|). EnR2
max se define la siguiente relaci´on de equivalencia :

(x1, x2)R(y1, y2)⇔
{

x1⊕ y2 = x2⊕ y1 si x1 6= x2 y y1 6= y2 ,

(x1, x2) = (y1, y2) si x1 = x2 ó y1 = y2 .

Esta relaci´on define tres tipos de clases de equivalencia
(t,−∞) = {(t, x) | x < t} , elementos positivos que forman el conjuntoS⊕ ,
(−∞, t) = {(x, t) | x < t} , elementos negativos que forman el conjuntoS	 ,
(t, t) = {(t, t)} , elementos balanceados que forman el conjuntoS• .

La relación de balance o equilibrio definida por :

(x1, x2)∇(y1, y2)⇔ x1⊕ y2 = x2⊕ y1 ,

no es una relaci´on de equivalencia pues no es transitiva como lo demuestra el si-
guiente ejemplo(ε, 1)∇(1, 1)∇(1, ε) pero(ε, 1) no está balanceado con(1, ε).

La relación de equivalenciaR es compatible con la suma y la multiplicación
deR2

max, con la relaci´on de balance∇ y con los operadores	, |·| y •· . Se llama
entonces conS = S⊕ ∪S	 ∪S• al álgebra simetrizadaR2

max/R deRmax. Este con-
juntoS es un dioide con la suma y la multiplicación heredadas de las operaciones
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FIGURA 2. Los tres tipos de clases de equivalencia.

deR2
max. El conjunto de los elementos con signo se define comoS∨ = S⊕ ∪ S	.

Para la manipulaci´on de ecuaciones la relaci´onR es menos pr´actica que∇ pues :

a = b⇔ a	 b∇ε ∀a, b ∈ S∨ ,
en cambio

a	 bRε⇔ a = b = ε .
Los siguientes resultados pueden demostrarse.

PROPOSICÍON 4.2. La relación∇ verifica las siguientes propiedades :

1. a∇a.
2. a∇b⇔ b∇a.
3. a∇x , x∇b y x ∈ S∨ ⇒ a∇b.
4. a∇b y a, b ∈ S∨ ⇒ a = b.

TEOREMA 4.3. Sea a∈ S∨∗ = S∨ − {ε} y b ∈ S∨, entonces x= 	b/a es laúnica
solución del balance

ax⊕ b∇ε
que pertenece aS∨.

Se puede extender de manera directa los balances al caso vectorial. Las propie-
dades anteriores son tambi´en válidas cuandox, b y a son matrices de dimensiones
apropiadas. Consideremos ahora una soluci´onx ∈ (Rmax)

n de la ecuaci´on

Ax⊕ b = Cx⊕ d . (4.1)

Entonces por la definici´on de balance se verifica que :

(A	C)x ⊕ (b	 d)∇ε . (4.2)

Supongamos ahora quex es una soluci´on positiva del balance (4.2), entonces

Ax⊕ b∇Cx⊕ d .

con Ax⊕ b ∈ (S⊕)n, Cx⊕ d ∈ (S⊕)n. Utilizando la proposici´on anterior obtene-
mos :

Ax⊕ b = Cx⊕ d .

Por lo tanto, el conjunto de soluciones del sistema (4.1) en(Rmax)
n es igual al

conjunto de soluciones positivas del balance 4.2 enSn, es decir que estudiar el
sistema de ecuaciones (4.1) se reduce a resolver los balances lineales (4.2), para
los cuales tenemos el siguiente teorema.
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5. POLINOMIOS, FUNCIONES RACIONALES Y ECUACIONES POLINOMIALES. 17

DEFINICIÓN 4.4. SiA ∈ Sn×n entonces se define :

det(A) =
⊕
σ

sgn(σ )
n⊗

i=1

Aiσ( i) ,

A]i j = cofactorj i (A) ,

donde el signo de la permutaci´onσ se define como :

sgn(σ ) =
{

e si σ es par,

	e si σ es impar.

TEOREMA 4.5. Sea A una matriz n× n con coeficientes enS, entonces

1. AA]∇ det(A) e.
2. Si p(λ) , det(A	 λe), entonces p(A)∇ε (versión max-plus del teorema

de Cayley-Hamilton).
3. Si det(A) ∈ S∨∗ y A]b ∈ (S∨)n, entonces existe una ´unica solución de

Ax∇b en(S∨)n la cual está dada por : x= A]b/ det(A).

EJEMPLO 4.6. 1. 3	 2 = 3 ; 	3⊕ 2 = 	3 ; •2⊕3 = 3 ; •2	3 = 	3 ; •2
⊕1 =•2	1 =•2 .

2. Consideremos el sistema[
1 3
4 2

][
x1

x2

]
=
[
5
6

]
,

entonces

det(A) = 3	 7= 	7 ,

det

[
5 3
6 2

]
= 7	 9= 	9⇒ x1 = 	9/	 7= 2 ,

det

[
1 5
4 6

]
= 7	 9= 	9⇒ x2 = 	9/	 7 = 2 .

Verificación : [
1 3
4 2

][
2
2

]
=
[
5
6

]
.

3.

det

[
1	 λ 3

4 2	 λ
]
= (1	 λ) (2	 λ)	 7= λ2	 2λ	 7 .

A2	 2A	 7e=
[
7 5
6 7

]
	
[
3 5
6 4

]
	
[
7 ε

ε 7

]
=
[•

7
•
5

•
6
•
7

]
.

5. POLINOMIOS, FUNCIONES RACIONALES Y ECUACIONES

POLINOMIALES.

En esta secci´on estudiaremos a las funciones polinomiales, racionales y a las
ecuaciones algebraicas enRmax. Mostraremos tambi´en que ciertas ecuaciones de
gradon tienenn soluciones.
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18 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MÓDULOS

DEFINICIÓN 5.1. Consideremos el conjunto de secuencias finitas de elementos de
Rmax de cualquier longitud :

p = (pi )k≤i≤n , k, n ∈ N, pi ∈ Rmax ,

junto con las siguientes operaciones :
1. la suma componente a componente⊕.
2. la sup-convoluci´on⊗ de secuencias, es decir :

(p⊗ q)i =
⊕

k+l=i

pk ⊗ ql .

Entonces este conjunto es representado con el s´ımboloRmax[γ ] y sus elemen-
tos reciben el nombre depolinomios formales.

Este conjunto con las operaciones anteriores es un dioide.
Notemos que si definimos el polinomio formalγ por :

γk =
{

e si k = 1 ,

ε en caso contrario .

entonces cualquier polinomio formalp puede escribirse comop =
n⊕

l=k
plγ

l .

DEFINICIÓN 5.2. Asociada a cada polinomio formalp podemos definir unafun-
ción polinomialpor :

p̂ : x ∈ Rmax 7→ p̂(x) , pkxk ⊕ · · · ⊕ pnxn ∈ Rmax .

El conjunto de las funciones polinomiales se representa porP (Rmax).

A cada polinomio formal le corresponde una ´unica función polinomial, pero el
recı́proco no es cierto como lo muestra el siguiente ejemplo :

x2⊕ 2 = (x ⊕ 1)2 = x2⊕ 1x ⊕ 2, ∀x ∈ Rmax ,

es decir que los polinomios formales(2, ε, e) y (2, 1, e) tienen asociada la misma
función polinomial.

0

2

1

max

max

FIGURA 3. El gráfico(x ⊕ 1)2.

La función

Ev : p ∈ Rmax[γ ] 7→ p̂ ∈ P ,
recibe el nombre dehomomorfismo de evaluaci´on y está relacionada con la trans-
formada de Fenchel por la siguiente f´ormula

[Ev (p)] (x) = p̂ (x) =
⊕
i∈N

pi ⊗ xi = sup
i∈N

(ix + pi ) = [Fe (−p)] (x) ,
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5. POLINOMIOS, FUNCIONES RACIONALES Y ECUACIONES POLINOMIALES. 19

cuando se piensa ap como una funci´on de i que va deN enRmax. Utilizando
a la función Ev se define una relaci´on de equivalencia sobreRmax[γ ] dada por :
pEvq ⇔ p̂ = q̂. Entonces cada clase de equivalencia deRmax[γ ] /Ev posee un
representante maximalp] y se puede probar quep] es la envolvente c´oncava dep.
Comop] es una funci´on cóncava verifica :

p]k+1

p]k
≥ p]k+2

p]k+1

≥ . . . ≥ p]n

p]n−1

. (5.1)

TEOREMA 5.3. Si un polinomio formal p= pkxk⊕· · ·⊕pnxn verifica que p= p]

entonces p puede factorizarse como :

p = pn

n⊗
i=1

(x ⊕ xi ) ,

donde

xi = pn−i

pn−i+1
.

DEMOSTRACIÓN. Comop = p] tenemos que por (5.1) losxi verifican :

x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn .

Si q = pn

n⊗
i=1
(x ⊕ xi ) entonces a trav´es de un c´alculo directo resulta queqn−k =

pnσk dondeσk es elk-ésimo producto sim´etrico de losxi , es decir :

σ1 =
n⊕

i=1

xi , σ2 =
n⊕

i 6= j=1

xi x j , . . .

Debido al ordenamiento de losxi resulta entonces queσk =
k⊗

j=1
xj y por lo tanto

qn−k = pnσk = pn

k⊗
j=1

xj = pn
pn−1

pn
· · · pn−k

pn−k+1
= pn−k ,

es decir

p = q = pn

n⊗
i=1

(x ⊕ xi ) .

DEFINICIÓN 5.4. Dadas dos funciones polinomialesp̂ y q̂ de gradon y m respec-
tivamente, la igualdad̂p(x) = q̂(x) se llamaecuación polinomial. Las soluciones
de esta ecuaci´on se llamanraı́ces. El gradode la ecuaci´on es el entero max(n,m).

Algunas ecuaciones polinomiales tienen ra´ıces y otras no. Por ejemplo,xn = a
tiene como ra´ız ax = n

√
a, es decir,x = a/n en elálgebra convencional. Por otro

lado, la ecuaci´on a⊕ x = ε no tiene ra´ıces. El siguiente teorema caracteriza una
situación en la que una ecuaci´on polinomial de gradon tiene exactamenten raı́ces.

TEOREMA 5.5. Sea

p̂ (x) = p0⊕ p2x2⊕ · · · ⊕ p2kx2k ,

q̂ (x) = p1x ⊕ p3x3⊕ · · · ⊕ p2k−1x2k−1 ,
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20 1. SEMI-ANILLOS Y SEMI-MÓDULOS

donde
p2k−1

p2k
≥ p2k−2

p2k−1
≥ · · · ≥ p0

p1
,

o equivalentemente p⊕ q = (p⊕ q)]. Entonces la ecuaci´on polinomialp̂ (x) =
q̂ (x) tiene2k raı́ces dadas por :

xi = p2i−1

p2i
, i = 1, . . . , 2k .

DEFINICIÓN 5.6. Dadosp0, . . . , pn, q0, . . . , qm ∈ Rmax, pn y qm 6= ε, la función
racionalr̂ asociada con estos coeficientes est´a dada por :

r̂ : x ∈ Rmax 7→ r̂ (x) = p0⊕ · · · ⊕ pnxn

q0⊕ · · · ⊕ qmxm
∈ Rmax .

Una función racional es igual al cociente (resta habitual) de dos funciones poli-
nomiales y por lo tanto es continua, seccionalmente lineal, con pendientes enteras,
pero ya no es necesariamente convexa ni creciente. Utilizando el teorema de fac-
torización de polinomios se puede escribir a toda funci´on racional de la siguiente
manera :

r̂ (x) = a

n⊗
i=1
(x ⊕ ci )

m⊗
j=1

(
x ⊕ dj

) ,
lo que indica que una funci´on racional tiene una pendiente que aumenta en uno en
cada raiz simple y desciende en uno en cada polo simple.

6. NÚCLEO, IMAGEN Y PROYECCIÓN DE MAIRESSE.

El objetivo de esta secci´on es familiarizarse con las im´agenes y los “n´ucleos”
de aplicaciones max-plus lineales. Nosotros las representamos en el caso deR2 y
R3 utilizando la proyección de Mairesse.

DEFINICIÓN 6.1. SeaF : X → Y una función lineal desde el semi-m´odulo X en
el semi-móduloY. Entonces la imagen deF (ImF) y el núcleo deF (kerF) se
definen como :

ImF = {F (x) | x ∈ X} ,
kerF = {(x1, x2) ∈ X2 | F (x1) = F

(
x2)} .

Una congruenciasobre un semi-m´odulo X es una relaci´on de equivalencia
R ⊂ X × X que verifica :

1. (x, y) ∈ R H⇒ (x ⊕ z, y ⊕ z) ∈ R,
2. (x, y) ∈ R H⇒ (αx, αy) ∈ R.

Entonces al conjunto de las clases de equivalencias por una congruencia se las
puede dotar de las operaciones “inducidas” por las operaciones deX con las cuales
resulta un semi-m´odulo que se representa conX/R. Claramente kerF define una
congruencia.

TEOREMA 6.2. Si F es una funci´on lineal desde el semi-m´odulo X en el semi-
módulo Y, entonces existe un ´unico isomorfismõF : X/ kerF → ImF , tal que
F̃(ȳ) = F(x) si x ∈ ȳ donde lasȳ son las clases de equivalencias de X/ kerF
definidas porȳ = {x | F (x) = y}, ∀y ∈ ImF.
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Nosotros tenemos evidentemente la partici´on X =⋃
y

ȳ .

EJEMPLO 6.3. ConsideremosX = Y = R2
max y F (x) = Ax donde

A =
[
0 0
2 −1

]
.

Entonces la imagen deF está representada en la figura 4.

Im A

Im A

Im A

y

z

y+z
2

1

.1

.2

���
���
���
���

yyy
yyy
yyy
yyy
����
������������

�
�
�

�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

��
��

X/ker A3

FIGURA 4. Imagen y n´ucleo de una funci´on lineal.

Calculemos el n´ucleo deF (en realidad las clases de equivalencias deX/ kerF).

1. Si u pertenece al interior de ImF entoncesu se descompone de manera
única de la siguiente formau = y⊕ z con

y ∈ Im

[
0
2

]
, z ∈ Im

[
0
−1

]
,

y entonces existe un ´unicox tal queu = Ax.

2. Siu ∈ Im
[
0
2

]
H⇒ u =

[
λ

2λ

]
y entonces la pre-imagen deu no esúnica ya

quex1 = λ y x2 ≤ x1 y (−1)x2 ≤ 2x1⇒ x2 ≤ x1.

3. Si u ∈ Im

[
0
−1

]
⇒ u =

[
λ

(−1)λ

]
con lo cual la pre-imagen deu no es

única puesx2 = λ y ademásx1 ≤ x2 y 2x1 ≤ (−1)x2⇒ x1 ≤ (−3)x2 .

En figura 4 se pueden observar las clases de equivalencias deX/ kerF .

EJEMPLO 6.4. Proyecci´on de Mairesse.
En el caso deX = (Rmax)

3 se pueden representar los subsemi-m´odulos de
(Rmax)

3 utilizando la proyección de Mairesse. Nosotros representamos el conjunto
de puntos de un semi-m´odulo K ⊂ (Rmax)

3 por un subconjunto deR2 obtenido
al proyectarK ortogonalmente sobre cualquier plano ortogonal a(1, 1, 1). Como
K es cerrado con respecto a la multiplicación por cualquier escalarλ, es decir a
la suma habitual del vector(λ, λ, λ), el semi-móduloK esta bien determinado por
su proyecci´on. En el gráfico 5 se representan (proyec. de Mairesse) semi-m´odulos
generados por dos generadores (es decirK = Im(F) dondeF(x) = Ax y A es de
dimensión 3× 2) o tres generadores.
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�

y

xz

2 generadores

3 generadores

FIGURA 5. Semi-módulos de(Rmax)
3 generados par dos y tres generadores.

6.1. INDEPENDENCIA DE UNA FAMILIA DE VECTORES.

DEFINICIÓN 6.5. 1. Unafamilia generadorade un semi-m´odulo X es una
familia {xi }i∈I de elementos deX tal que para todox ∈ X existe una familia
{αi }i∈I de escalares, siendo s´olo un número finito de ellos no nulo, tal que
x =⊕

i∈I
αi xi .

2. Un semi-m´odulo se dicefinitamente generadosi tiene una familia genera-
dora finita.

3. La familia generadora{xi }i∈I esindependiente1 si⊕
i∈I

αi xi =
⊕
i∈I

βi xi H⇒ αi = βi , ∀i ∈ I .

EJEMPLO 6.6. Los vectores :

p1 =
εe

e

 , p2 =
e
ε

e

 , p3 =
e

e
ε

 .

no son independientes puesp1⊕ p2 = p2⊕ p3.

7. NOTAS

Este cap´ıtulo está basado en una parte del cap´ıtulo 3 de [7]. La idea de es-
tudiar las estructuras algebraicas idempotentes se remonta a [31]. El primer libro
sistemático sobre el ´algebra max-plus es [24]. Otras buenas referencias son [41]
(capitulo dedicado al algebra de caminos) y [56].

1Existen muchas definiciones de la noci´on de independencia. La definici´on que utilizamos
aquı́ permite asegurar la existencia y la unicidad de coordenadas ya que se dispone de una base
(familia generadora independiente) de un semi-m´odulo. Cabe remarcar que un semi-m´odulo no
admite siempre una base. Los semi-m´odulos que admiten base se dicenlibres. El semi-módulo
(Rmax)

n es libre teniendo como base el conjunto de generadores de la forma(ε, · · · ,e, · · · ε). Es el
único tipo de semi-m´odulo libre.
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7. NOTAS 23

Desarrollos importantes sobre simetrizaci´on pueden encontrarse en [37]. El
trabajo original sobre esta simetrizaci´on es [57]. Esta simetrizaci´on tiene ra´ız en
[45].

En [24, 58, 37, 42, 16, 56, 71, 72, 15, 18, 19] pueden encontrarse discusiones
más o menos completas sobre semi-m´odulos.

Los polinomios max-plus son estudiados de manera sistem´atica por primera
vez en [25].
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CUADERNO N◦ 28



CAPı́TULO 2

Dualidad entre probabilidad y optimización.

Presentaremos a continuaci´on un “cálculo de probabilidades idempotentes” en
el cual a cada evento est´a asociado un costo en lugar de una probabilidad. La
teorı́a se desarrolla de manera paralela al c´alculo de probabilidades mediante la
sustitución del semi-anillo habitual(R,+,×) por el semi-anillo idempotente(R∪
{+∞} ,min,+).

1. MEDIDA DE COSTO

Representemos conRmin al semi-anillo idempotente(R∪ {+∞} ,min,+) con
la métrica definida por la distancia exponenciald(x, y) = |exp(−x)− exp(−y)|.

Llamaremosespacio de decisi´ona(U,U ,K) dondeU es un espacio topol´ogico,
U es el conjunto de los conjuntos abiertos deU y K es una funci´on deU enRmin

tal que :

1. K(U ) = 0,
2. K(∅) = +∞,
3. K(

⋃
n

An) =
⊕
n
(K(An)) = inf

n
(K(An)) , ∀An ∈ U .

U es el conjunto de decisiones posibles yU es el conjunto de dominios admi-
sibles. La funci´onK se llama medida de costo. Un conjunto de medidas de costo
K se diceapretadosi

sup
C compacto⊂U

inf
K∈K

K
(
Cc) = +∞ ,

dondeCc designa al complementario deC. Una función c : U → Rmin tal que
K(A) = ⊕

u∈A
c(u) = inf

u∈A
c(u), ∀A ⊂ U se llamadensidad de costode la medida

de costoK.
TEOREMA 1.1. Dada una funci´on c semicontinua inferiormente (s.c.i.) con valo-
res enRmin tal queinfu c(u) = 0, la función A∈ U 7→ K(A) = infu∈A c(u) define
una medida de costo en(U,U). Rec´ıprocamente, cualquier medida de costo defini-
da sobre los conjuntos abiertos de un espacio topol´ogico con una base numerable
admite una ´unica extensi´on minimalK∗ a P(U ) con una densidad de costo c que
es una funci´on s.c.i. en U la cual verifica queinfu c(u) = 0.

EJEMPLO 1.2. Utilizaremos las siguientes densidades de costo definidas enR.

1. χm(x) ,
{
+∞ si x 6= m ,

0 six = m .

2. Mp
m,σ (x) ,

1

p

∣∣σ−1 (x −m)
∣∣p, para 1≤ p.

3. Qm,σ ,M2
m,σ .

25
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DEFINICIÓN 1.3. TomemosU = R2 y seac(x1, x2) una densidad de costo sobre
U . Entonces se define ladensidad marginalcomo :

cX1(x1) =
⊕

x2

c(x1, x2).

La densidad condicional se define por :

cX1|X2(x1, x2) = c(x1, x2)⊕
x1

c(x1, x2)
.

La inf-convoluciónde densidades est´a dada por :(
cX1 � cX2

)
(x) , inf

x1+x2=x

[
cX1(x1)+ cX2(x2)

]
.

EJEMPLO 1.4. Qm1,σ1�Qm2,σ2 = Qm,σ , dondem= m1+m2 y σ = √σ1+ σ2.

Sea

φ(x) = inf
x1+x2=x

(
1

2

(
x1−m1

σ1

)2

+ 1

2

(
x2−m2

σ2

)2
)
.

Consideremos el Lagrangiano

L(x1, x2, λ) = 1

2

(
x1−m1

σ1

)2

+ 1

2

(
x2−m2

σ2

)2

+ λ (x − x1− x2) .

Entonces

0= ∂L

∂x1
= x1−m1

σ 2
1

− λ

0= ∂L

∂x2
= x2−m2

σ 2
2

− λ

 H⇒ λ = x1+ x2−m1−m2

σ 2
1 + σ 2

2

= x −m

σ 2
.

Por lo tanto

φ(x) = σ 2
1λ

2

2
+ σ

2
2λ

2

2
= 1

2

(
x −m

σ

)2

= Qm,σ (x) .

1.1. REPASO SOBRE LAS DISTRIBUCIONES ESTABLES.

DEFINICIÓN 1.5. X es unadistribución establesi :

∀A, B, ∃C, D : AX1 + BX2 ' CX + D, X1, X2 i.i.d. y X i.d.

donde' significa idénticamente distribudo y i.i.d. independiente e id´enticamente
distribudo.

TEOREMA 1.6. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

1. X1+ X2+ · · · + Xn ' dnX + an, X1, · · · , Xn están i.i.d. y X i.d.

2. ∃ (Yn) , (dn) , (an) :
1

dn

(
n∑

i=1
Yi

)
+ an

L−→ X.

3. X es estable.

OBSERVACIÓN 1.7. Las variables aleatorias estables sim´etricas(Sp
m,σ ) verifican :

E exp(iθX) = e−σ
p′ |θ |p′+imθ ,

donde 1/p+ 1/p′ = 1, 1≤ p.
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Se tiene entonces el siguiente resultado :

X1 ∼ Sp
m1,σ1

X2 ∼ Sp
m2,σ2

}
⇒ X1+ X2 ∼ Sp

m1+m2,(σ
p′

1 +σ p′
2 )1/p′ ,

donde∼ significa “tiene distribuci´on” y hemos supuesto queX1 et X2 son inde-
pendientes.

2. VARIABLES DE DECISIÓN.

Las variables de decisi´on son las an´alogas a las variables aleatorias. Para es-
tas variables de decisi´on existe un an´alogo de todas las nociones habituales como
media, varianza, funci´on caracter´ıstica, etc.

DEFINICIÓN 2.1. 1. Unavariable de decisi´on X sobre(U,U ,K) es una fun-
ción deU enE (un segundo espacio topol´ogico). Ella induce una medida de
costoKX sobre(E,B) (B representa el conjunto de los conjuntos abiertos
deE) definida porKX(A) = K∗

(
X−1(A)

)
para todoA ∈ B. La medida de

costoKX tiene una densidad de costocX. CuandoE = R, llamamos aX
variable dedecisión real; cuandoE = Rmin, la llamamosvariable costo.

2. Dos variables de decisi´on se dicenindependientescuando :

cX,Y(x, y) = cX(x)+ cY(y).

3. El óptimode una variable de decisi´on está definido por

O(X) , arg min
x∈E

conv(cX) (x)

cuando el m´ınimo existe, donde conv representa la envolvente convexa s.c.i.
y arg min el punto donde se alcanza el m´ınimo. Cuando una variable de
decisión X con valores en un espacio lineal verifica queO(X) = 0 decimos
que est´acentrada.

4. Cuando el ´optimo de una variable de decisi´on X con valores enRn esúnico
y cuando cerca del ´optimo tenemos :

conv(cX) (x) = 1

p

∥∥σ−1 (x −O(X))∥∥p + o
(‖x −O(X)‖p) ,

decimos queX es de ordenp y definimos lasensibilidad de orden ppor
Sp (X) = σ .

5. El valor de una variable costoX esV(X) , infx (x + cX(x)).

2.1. ESPACIO DE LAS VARIABLES DE DECISÍON.

Podemos introducir espacios de variables de decisi´on que son los an´alogos a
los espaciosL p.

TEOREMA 2.2. Para p≥ 1, los números

|X|p , inf

{
σ :

1

p
|(x −O(X)) /σ |p ≤ cX(x)

}
y ‖X‖p , |X|p+ |O(X)| ,

definen respectivamente una seminorma y una norma sobre el espacioLp de las
variables de decisi´on reales que tienen un ´unicoóptimo y tales que‖X‖p es finita.

CUADERNO N◦ 28
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DEMOSTRACIÓN. Mostraremos solamente que|X + Y|p ≤ |X|p+|Y|p. Supon-
gamos queX e Y están centradas. Seanσ1 y σ2 tal que|X|p ≤ σ1, |Y|p ≤ σ2.
Puesto que

|X|p = inf
σ

{
σ : 0≤ V

(
− 1

p

∣∣∣∣Xσ
∣∣∣∣p)} ,

y además

V
[
− 1

p
max

(∣∣∣∣ X

σ1

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ Y

σ2

∣∣∣∣)] = min

[
V
(
− 1

p

∣∣∣∣ X

σ1

∣∣∣∣p) ,V(− 1

p

∣∣∣∣ Y

σ2

∣∣∣∣p)] ,
resulta de

|X + Y|
σ1+ σ2

≤ σ1

σ1+ σ2

|X|
σ1
+ σ2

σ1+ σ2

|Y|
σ2
≤ max

( |X|
σ1
,
|Y|
σ2

)
,

que

0≤ V
(
− 1

p

∣∣∣∣ X + Y

σ1+ σ2

∣∣∣∣p) .

Por lo tanto hemos probado que|X + Y|p ≤ |X|p+ |Y|p.

El siguiente teorema tambi´en puede demostrarse.

TEOREMA 2.3. Para dos variables de decisi´on reales X e Y que sean indepen-

dientes y para k∈ R y
1

p
+ 1

p′
= 1 se verifica :

1. O(X + Y) = O(X) +O(Y) ,
2. O(kX) = kO(X) ,
3. Sp (kX) = |k| Sp (X) ,
4. [Sp (X + Y)] p′ = [Sp (X)] p′ + [Sp (Y)] p′ ,

5.
(|X + Y|p

)p′ ≤ (|X|p)p′ + (|Y|p)p′
.

2.2. TRANSFORMACIÓN DE FENCHEL.

El rol de las trasformadas de Laplace o Fourier en el c´alculo de probabilidades
es jugado en el c´alculo de decisi´on por la transformaci´on de Fenchel .

DEFINICIÓN 2.4. Latransformada de FenchelFe( f ) de una funci´on f con valo-
res enRmin está definida por :

[Fe( f )] (θ) = sup
x
(x.θ − f (x))

Las propiedades importantes de la transformaci´on de Fenchel est´an dadas en
el siguiente teorema.

TEOREMA 2.5. La transformada de Fenchel tiene las siguientes propiedades

1. Fe (Fe( f )) = f, ∀ f convexa, s.c.i. y propia (nunca igual a−∞) o si
f = ±∞.

2. Fe ( f � g) = Fe ( f )+ Fe(g).
3. Fe ( f + g) = Fe ( f ) � Fe(g) donde f ,g son s.c.i., propias y existe x tal

que f(x) y g(x) son finitas y una de las dos funciones es continua en x.

DEFINICIÓN 2.6. La función caracter´ıstica de una variable de decisi´on X está
definida por :

F(x) , Fe(cX) .
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EJEMPLO 2.7. F(Mp
m,σ )(θ) = θm+ 1

p2
|σθ |p′ donde

1

p
+ 1

p′
= 1.

3. SERIES DE VARIABLES DE DECISÍON.

Puede definirse el an´alogo de las topolog´ıas utilizadas en c´alculo de probabil-
idades para las variables de decisi´on. Los teoremas de l´ımite clásicos del c´alculo
de probabilidades tendr´an entonces sus an´alogos para las variables de decisi´on.

DEFINICIÓN 3.1. Para una sucesi´on de variables de decisi´on reales{Xn, n ∈ N},
medidas de costoKn y funcionescn desdeU (espacio topol´ogico con una base de
entornos numerable para cada punto) enRmin se define :

1. Xn ∈ Lp converge en p-normahaciaX ∈ Lp representado porXn
Lp

−→ X,
si

lim
n
‖Xn − X‖p = 0 ;

2. Xn converge en costohaciaX representado porXn
K−→ X, si para todo

ε > 0 tenemos que limnK {u | |Xn (u)− X (u)| ≥ ε} = +∞ ;
3. Xn convergecasi seguramentehaciaX representado porXn

c.s.−→ X, si

K
{
u | lim

n
Xn(u) 6= X(u)

}
= +∞ ;

4. Kn converge d´ebilmentehaciaK representado porKn
w−→ K, si para toda

función f : E → Rmin continua y acotada inferiormente se verifica que
limnKn( f ) = K( f ) dondeK( f ) , infu ( f (u)+ c(u)) .

5. cn epi-convergehaciac representado porcn
epi−→ c , si

∀u, ∀un→ u, lim inf
n

cn(un) ≥ c(u) ,

∀u, ∃un→ u : lim sup
n

cn(un) ≤ c(u) .

�
y

x

1 cn

2
1
n

FIGURA 1. cn(x).

EJEMPLO 3.2. La sucesi´on de funcionescn representada en la figura epi-converge
a la función :

c(x) =
{

0 six = 0 ,

1 six 6= 0 ,
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la cual es distinta al l´ımite habitual de la sucesi´on que es la funci´on idénticamente
uno. Si definimos

gn =
cn si n es par,

cn

(
· + 1

2n

)
si n es impar,

entoncesgn epi-converge haciac perogn no converge en el sentido habitual. Por
lo tanto : epi-convergencia; convergencia simple. Si definimos :

hn =
{

cn − 1 sin es impar,

2 (cn − 1) si n es par,

entonceshn converge de la manera habitual a la funci´on idénticamente nula pero
no epi-converge. Por lo tanto : convergencia simple; epi-convergencia.

DEFINICIÓN 3.3. Una sucesi´onKn de medidas de costo se diceasintóticamente
apretadasi

sup
C compacto⊂U

lim inf
n

Kn(C
c) = +∞.

TEOREMA 3.4. SeaKn una sucesi´on de medidas de costo asint´oticamente apreta-
da. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes :

1. Kn
w−→ K ;

2.
lim inf

n
Kn(F) ≥ K(F), ∀F conjunto cerrado ,

lim sup
n

Kn(G) ≤ K(G), ∀G conjunto abierto ;

3. cn
epi−→ c .

Las diferentes clases de convergencia est´an relacionadas por el siguiente teo-
rema.

TEOREMA 3.5. Tenemos las siguientes implicaciones.

1. Convergencia en p-norma implica la convergencia en costo (es falsa la
inversa).

2. Convergencia en costo implica la convergencia casi segura (es falsa la in-
versa).

3. Para las sucesiones asint´oticamente apretadas, la convergencia en costo
implica la convergencia d´ebil.

DEFINICIÓN 3.6. Una sucesi´on de variables de decisi´on reales independientes y
de idéntico costoc (i.i.c.) sobre(U,U ,K) es una funci´on X de U enRN que
induce la densidad de costo :

cX(x) =
∞∑

i=0

c(xi ), ∀x = (x0, x1, . . . ) ∈ RN .

Tenemos ahora el an´alogo de la ley de los grandes n´umeros.

TEOREMA 3.7. Dada una sucesi´on {Xn , n ∈ N} de variables de decisi´on i.i.c.
pertenecientes aLp , p ≥ 1, tenemos :

YN ,
1

N

N−1∑
n=0

Xn −→ O(X0) ,
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donde la convergencia puede tomarse en el sentido de casi seguramente, costo y
p-norma.

También tenemos el an´alogo a la ley del l´ımite central.

TEOREMA 3.8. Dada una sucesi´on {Xn , n ∈ N} de variables de decisi´on i.i.c.
centradas de orden p y con costos s.c.i. y convexos, tenemos :

ZN ,
1

N1/p′

N−1∑
n=0

Xn
w−→Mp

0,Sp(X0)
,

donde
1

p
+ 1

p′
= 1.

Porúltimo tenemos el an´alogo del teorema de las grandes desviaciones.

TEOREMA 3.9. Dada una sucesi´on{Xn , n ∈ N} de variables de decisi´on i.i.c. de
densidad de costo apretada c, tenemos :

1

n
c(X1+···+Xn)/n = conv(c) .

4. MECÁNICA ESTADÍSTICA Y TRANSFORMADA DE CRAMER.

Mostraremos como la transformada de Cramer aparece en la mec´anica es-
tadı́stica y veremos cuales son sus propiedades. Aqu´ı un sistema mec´anico sig-
nifica un sistema con un n´umero finito de estados y min-plus lineal. M´as pre-
cisamente, consideraremos el an´alogo de un sistema de part´ıculas independientes
(gas perfecto) construyendo un gran sistema min-plus compuesto por subsistemas
min-plus independientes. Luego calcularemos la distribuci´on de Gibbs de los sub-
sistemas min-plus utilizando m´etodos clásicos de mec´anica estad´ıstica. En este
cálculo aparecer´a naturalmente la transformada de Cramer.

DEFINICIÓN 4.1. Elproducto tensorialde dos matrices min-plus rectangularesA
y B es el tensor min-plus de orden 4 representado porC = A� B con coeficientes

Cj1 j2i1i2 = Aj1i1 ⊗ Bj2i2 = Aj1i1 + Bj2i2 .

En el conjunto de dichos tensores se define el producto :

[C ⊗ D] i1i2k1k2
=
⊕
j1, j2

(
Ci1 i2 j1 j2 ⊗ Dj1 j2k1k2

)
.

PROPOSICÍON 4.2. Dado un conjunto de m matrices min-plus Ai irreducibles con
autovaloresλi y autovectores Xi , tenemos :[⊙

i

Ai

][⊙
i

Xi

]
=
[⊗

i

λi

][⊙
i

Xi

]
. (4.1)

Consideremos ahora un sistema compuesto deN subsistemas independientes
(partı́culas) dek clases diferentes definidos por matrices (min-plus)Ai , i =
1, . . . , k que supondremos irreducibles y con autovaloresλi . La partición(Ni , i =
1, . . . , k) con

∑
i Ni = N de losN subsistemas entre lask posibilidades define la

probabilidad :

p =
(

pi , Ni /N, i = 1, . . . , k
)
.
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El número de formas posibles para obtener una distribuci´on p dada es :

M = N!

N1!N2! · · ·Nk!
.

Luego se puede mostrar queS, (log(M)/N) ∼ −
k∑

i=1
pi log(pi ) cuandoN −→

+∞ .
Supongamos que conocemos el autovalorE del sistema completo (el cual

puede interpretarse como la energ´ıa total del sistema completo). Entonces por
(4.1) tenemos :

E =
k⊗

i=1

(λi )
Ni ,

es decir :

U ,
∑

i

piλi = E

N
. (4.2)

La distribución de Gibbs se define como aquella que maximizaS entre las
distribuciones que verifican (4.2).

TEOREMA 4.3. La distribución de Gibbs est´a dada por :

pi (θ) = eθλi∑
j eθλ j

, (4.3)

dondeθ es el punto donde se alcanza el m´aximo en

cµ(U ) = max
θ

[
θU − logE

(
eθλ
)]
,

y dondeλ es una variable aleatoria con distribuci´on uniforme sobre{λi }i=1,... ,k.

DEMOSTRACIÓN. La función p 7−→ −S(p) es convexa. Por lo tanto debe-
mos minimizar una funci´on convexa sujeta a restricciones lineales. Consideremos
el Lagrangiano :

L (θ, µ, p) =
∑

i

[
pi log pi

]+ µ[1−
∑

i

pi

]
+ θ

[
U −

∑
i

pi λi

]
.

El punto de ensilladura(θ, µ, p) donde se alcanza el maxθ maxµ minp L(θ, µ, p)
nos provee la distribuci´on de Gibbs. Primero resolviendo maxµ minp L(θ, µ, p)
obtenemos (4.3). Para calcularθ como función deU debemos maximizar el La-
grangiano con respecto aθ , es decir

max
θ

{
θU − log

[∑
i

eθλi

]}
,

lo cual puede escribirse como :

max
θ

[
θU − logE

(
eθλ
)]− logk ,

si λ es una variable aleatoria con distribuci´on uniforme sobre{λi }i=1,... ,k .

DEFINICIÓN 4.4. Latransformadade CramerC es una funci´on deM (el conjunto
de las medidas positivas sobreRn) enCX (el conjunto de las funciones deRn en
Rmin convexas, s.c.i. y propias) definida porC , Fe ◦ log◦L donde :
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1. Fe es la transformada de Fenchel,
2. L es la transformada de Laplace, es decirµ 7→ ∫

Rn e〈θ,x〉µ (dx) .

La transformada de Cramer tiene la propiedad cambiar las convoluciones por
inf-convoluciones y entonces lleva variables aleatorias independientes en variables
de decisi´on independientes. En la tabla siguiente se resumen los principales ejem-
plos y propiedades de la transformada de Cramer cuandon = 1.

M log(L (M)) = Fe (C (M)) C (M)

µ ĉµ (θ) = log
∫

eθxdµ(x) cµ(x) = supθ
(
θ.x − ĉ (θ)

)
0 −∞ +∞
δa θa χa

distrib. de Gauss mθ + 1

2
|σ.θ |2 M2

m,σ

µ ∗ ν ĉµ + ĉν cµ � cν
m0 ,

∫
µ ĉ (0) = log(m0) infx c(x) = − log(m0)

m0 = 1 ĉ (0) = 0 infx c(x) = 0
m0 = 1, m ,

∫
xµ ĉ′ (0) = m c(m) = 0

m0 = 1, m2 ,
∫

x2µ ĉ′′ (0) = σ 2 , m2 −m2 c′′(m) = 1/σ 2

kµ log(k) + ĉ c− log(k)

5. DECISIÓN GENERALIZADA.

La imagen de
(
R+,+,×) por una funci´on monótona permite construir otros

semi-anillos y otros c´alculos de decisi´on como por ejemplo ciertas clases de co-
mandos estoc´asticos.

5.1. SEMI-ANILLOS INDUCIDOS POR UNA FUNCÍON MONÓTONA.

Consideremos una funci´on g : [a, b] −→ [0,∞) monótona. Definamos las
operaciones :

∀ u, v ∈ [a, b] ,

{
u⊕ v = g−1 (g (u)+ g(v)) ,

u⊗ v = g−1 (g (u)× g(v)) .

Entonces puede demostrarse el siguiente teorema .

TEOREMA 5.1. El conjunto([a, b] ,⊕,⊗) tiene una estructura de semi-anillo con
ε = g−1(0) y e= g−1(1).

EJEMPLO 5.2. 1. Sig : x ∈ [0,∞) 7→ x2 ∈ [0,∞) entonces

u⊕ v =
√

u2+ v2, u⊗ v = u× v .

2. Si g : x ∈ [0,∞] 7→ x−1 ∈ [0,∞] entonces

u⊕ v = 1
1

u
+ 1

v

, u⊗ v = u× v .
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3. Sig : x ∈ [−∞,∞)→ eax ∈ [0,∞) , a > 0, entonces

u⊕ v = 1

a
log

(
eau + eav) , u⊗ v = u + v .

5.2. OPERADORES LINEALES INDUCIDOS.

Dado un operador linealA se puede definir el operadorAg inducido porg
como :

Ag = g−1 ◦ A ◦ g .

EJEMPLO 5.3. 1. Seag(x) = x2 y A el producto matricial. Entonces

(C ⊗ B)i j =
⊕

k

Cik ⊗ Bkj =
√∑

k

c2
ik × b2

kj .

2. Seag(x) = eax y A el operador derivada. Entonces

dg

dx
f = g−1 ◦ d

dx
(g ◦ f ) = 1

a
ln

d

dx

[
eaf (x)] = f + 1

a
ln

(
a

d f

dx

)
.

Este operador tiene propiedades an´alogas al operador derivada habitual. Por
ejemplo

dg

dx
( f1 ⊗ f2) = dg f1

dx
⊗ f2 ⊕ f1 ⊗ dg f2

dx
.

3. Seag(x) = eax y A el operador integral. Entonces∫
f (x)⊗ dgx = g−1

(∫
g[ f (x)]dx

)
.

Por ejemplo :

y∫
0

x ⊗ dgx = 1

a
log

y∫
0

eaxdx = y− loga

a
.

5.3. APLICACIÓN AL CONTROL ESTOĆASTICO.

Consideremos la ecuaci´on no lineal en derivadas parciales (llamada ecuaci´on
de Burgers) :

∂u

∂ t
+ 1

2

(
∂u

∂x

)2

− c

2

∂2u

∂x2
= 0 ,

parax ∈ R y t > 0 con condici´on inicial u(x, 0) = u0(x) dondec es una
constante positiva. Si tomamosg(u) = e−u/c entonces la soluci´on de la ecuaci´on
anterior est´a dada por :

u(x, t) = c

2

[
log(2πct)⊗

∫ [
(x − s)2

2t

]
⊗ u0(s)d

gs

]
.

La ecuaci´on de Burgers es lineal en el sentido(⊕,⊗).
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6. NOTAS

El origen de esta dualidad entre el c´alculo de probabilidades y la optimización
se remonta al principio de correspondencia de la mec´anica cuántica que permite
encontrar la ecuaci´on de Schrodinger de un sistema a partir del Hamiltoniano del
sistema cl´asico correspondiente. Esto ha conducido [55] y luego [52] a construir
una teor´ıa de medidas idempotentes.

Otro origen para esta dualidad, m´as reciente e independiente, se encuentra en
el principio de grandes desviaciones [70] del cálculo de probabilidades.

La explicitación de un formalismo para la optimizaci´on análogo al formalismo
probabilı́stico fue hecha de manera independiente por varios grupos de personas,
por un lado siguiendo la l´ınea de los trabajos [63, 7, 11, 3, 1, 2, 4] (bajo la influencia
inicial de los resultados disponibles en [75]) y por otro en [30, 29]. Señalemos
también el trabajo [10] que utiliza el mismo tipo de ideas en control robusto.

La relación entre las grandes desviaciones y la mec´anica estad´ıstica es cl´asica
[32]. El vı́nculo entre el algebra max-plus y la mec´anica estad´ıstica, indicado en
este cap´ıtulo, ha sido publicada en [64].

La teorı́a de leyes estables se encuentra en [34, 69].
La epiconvergencia es cl´asica en optimizaci´on [5]. Trabajos recientes en an´alisis

idempotente pueden verse en [43, 44, 68].
La teorı́a de la decisi´on generalizada se encuentra en [59].
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CAPı́TULO 3

Ecuaciones lineales recurrentes.

1. CADENAS DE BELLMAN .

En esta secci´on consideraremos las cadenas de Bellman que son las an´alogas
min-plus de las cadenas de Markov. Mostraremos que las ecuaciones de la pro-
gramación dinámica de las cadenas de Bellman son an´alogas a las ecuaciones de
Kolmogorov.

DEFINICIÓN 1.1. Unacadena de Bellman
(
T , E, c0,M

)
está compuesta por :

1. T = N es el tiempo (discreto) ;
2. E = {1, 2, . . . , E} es el espacio de estados (finito) ;
3. c0 es el costo inicial que verifica :

⊕
x∈E c0

x = e, 0 ;
4. M es la matrizE×E de los costos de transici´on, es decir queMxy representa

el costo de la transici´on del estadox al estadoy. Esta matriz debe verificar :⊕
y

Mxy = e, Mxy ≥ e .

SeaU = ET el conjunto de todas las trayectorias posibles. Siu ∈ U entonces
Xn(u) = un es el estado en el que se encuentra el sistema en el instanten. Si a los
conjuntos

A = {u ∈ U : X0(u) = x0, X1(u) = x1, . . . , Xn(u) = xn
}
,

les asociamos el costo :

K(A) = c0
x0
+ Mx0x1 + · · · + Mxn−1xn ,

entonces la extensi´on minimalC aP(U ) de este costoK está definida de mane-
ra única y admite una densidad de costo s.c.i. representada porc. La siguiente
proposición nos dice que esta extensi´onC tiene la propiedad de Markov.

PROPOSICÍON 1.2. C
(
Xn = xn | Xn−1 = xn−1, . . . , X0 = x0

) = Mxn−1xn .

Si definimoscn
x , C (Xn(u) = x) entonces tenemos la siguiente proposici´on.

PROPOSICÍON 1.3. Ecuación de Bellman hacia adelante

cn+1 = cn ⊗ M .

DEMOSTRACIÓN.

C
(
Xn(u) = x

) = inf
x0,x1,... ,xn−1

{
c0

x0
+ Mx0x1 + · · · + Mxn−1xn

} = c0⊗ M⊗n .

1.1. PROGRAMACIÓN DINÁMICA HACIA ATR ÁS.

Consideremos la cadena de Bellman con horizonte finito(T , E,M, ϕ, φ, N)
donde :

1. T , E y M están definidos como antes.
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38 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

2. ϕx es el costo si nos detenemos cuando el sistema est´a en el estadox (de-
tención intermedia).

3. φ es elE-vector de los costos de detenci´on final.
4. N es el horizonte.

Si definimos losE-vectoresVn por :

Vn
x , V

[
N−1⊕
k=n

ϕxk ⊕ φxN | Xn = x

]
= V

[
inf

{
N−1
inf
k=n

ϕxk , φxN

}
| Xn = x

]
,

entonces los mismos se pueden obtener con la relaci´on de recurrencia dada en la
siguiente proposici´on.

PROPOSICÍON 1.4. Ecuación de Bellman hacia atr´as.

Vn = ϕ ⊕ M ⊗ Vn+1, V N = φ . (1.1)

EJEMPLO 1.5. Distancia m´ınima a una regi´on en menos deN etapas.
TomemosMxx x2 como la distancia desde el estadox1 hacia el estadox2 si

existe una ruta dex1 a x2. Si no existe dicha ruta tomemosMxx x2 = ε = +∞. Sea
A ⊂ ξ una región. Entonces la recurrencia dada en la ecuaci´on (1.1) nos provee de
la distancia m´ınima hacia la regi´on en menos deN etapas si definimos :

ϕx = eA
x =

{
0 six ∈ A ,

ε si x /∈ A ,
φx = ε, ∀x .

Para el sistema de la figura 1 tenemos que :

2

1 30

4

3

2
0

0

1

FIGURA 1. Distancias.

M =
0 1 4
ε 0 2
ε 3 0

 .

Si tomamosA = {3} entonces resulta :

V3 = φ =
εε
ε

 , V2 =
εε

0

 , V1 =
4

2
0

 , V0 =
3

2
0

 .
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2. PROPIEDADES DE LAS MATRICES ESTOĆASTICAS. 39

1.2. PROPIEDADES COMBINATORIAS.

DEFINICIÓN 1.6. Consideremos una cadena de Bellman con matriz de transici´on
M . SeaG(M ′) el grafo asociado a la matriz de transici´on M .

1. El sucesores la función :

0 : x ∈ V 7→ {
y ∈ V | Mxy 6= +∞

} ∈ P (V) .
Por ejemplo, en el grafo de la figura 2

2

1 3

e

e

e

e

FIGURA 2. Sucesor.

M =
ε e e
ε ε e
ε ε e

 ,

0(1) = {2, 3} , 0(2) = {3} , 0(3) = {3} .

2. Uncaminodex0 haciaxn es una secuenciaπ = (x0, x1, . . . , xn) de vértices
tal quexk ∈ 0(xk−1) k = 1, . . . , n.

3. Uncircuito es un camino conx0 = xn.

4. Se puede definir una relaci´on de equivalencia∼ enV por : x ∼ y si existe
un circuitoζ tal quex ∈ ζ e y ∈ ζ. Las clases de equivalencia por esta
relación reciben el nombre de componentes fuertemente conexas del grafo.

5. Se puede definir una relaci´on de orden� en V por : x � y si existe un
camino dex haciay.Una clase se dicefinal si ella es minimal con respecto
a� . Una clase que no es final se llamatransitoria.

6. Laciclicidad de una componente fuertemente conexaes el máximo común
divisor de las longitudes de sus circuitos.

7. La ciclicidad de un grafoes el m´ınimo común múltiplo de la ciclicidad de
sus componentes fuertemente conexas.

2. PROPIEDADES DE LAS MATRICES ESTOĆASTICAS.

En esta secci´on recordaremos las propiedades de las matrices estoc´asticas de
manera de poder compararlas con las propiedades de las matrices max-plus.

2.1. RADIO ESPECTRAL.

SeaM una matriz estoc´astica, es decir que verifican :

Mxy ≥ 0,
∑

y

Mxy = 1, ∀x.

EntoncesM tiene las siguientes propiedades :
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40 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

1. 1 es autovalor deM ;

2. |M |∞ ,
sup

x

∣∣∣∣∣∑y Mxyvy

∣∣∣∣∣
sup

x
|vx| ≤

sup
x

[
sup

y

∣∣vy

∣∣∑
y

Mxy

]
sup

x
|vx| ≤ 1 ;

3. M puede tener otros autovalores de m´odulo 1. Por ejemplo, la matriz

M =
[
0 1
1 0

]
,

tiene los autovalores 1 y−1 ;
4. los autovalores de m´odulo 1 son simples.

2.2. CLASIFICACIÓN DE LAS MATRICES ESTOĆASTICAS.

Las matrices estoc´asticas pueden clasificarse de la manera dada en la tabla 1.

Tipo Prop. combinatorias Prop. espectrales

general varias clases finales varios autovalores
diferentes ciclicidades de módulo 1

primitiva todas las clases finales1 es elúnico autovalor
tienen ciclicidad 1. de módulo 1.

ergódica Una sola clase final. 1 autovalor simple.
regular una sola clase final 1 es un autovalor simple

con ciclicidad 1. y el único de m´odulo1.
irreducible una sola clase. 1 autovalor simple.

TABLA 1. Clasificación de cadenas de Markov.

Dada una cadena de Markov con matriz de transici´on M es posible enumerar
los estados de manera tal queM tome la forma de la tabla 2 donde en lasfi están
los estados de las clases finales y ent están los estados de las clases transitorias.

M =

f1 f2 fm t

f1 M1 0 0 0
f2 0 M2 0 0
fm 0 0 Mm 0
t Mt1 . . T

TABLA 2. Forma cano´nica de una matriz estoc´astica.

Se puede probar que el n´umero de clases finales es igual a la multiplicidad del
autovalor 1 deM y también que existe una base del autoespacio a izquierda de este
autovalor de la forma :

πI =
[
0 · 0

f I︷︸︸︷
pI 0 · 0

]
dondepI = pI MI I .

Estos autovectores tienen la interpretaci´on probabil´ıstica de ser una medida inva-
riante paraM.

PROPOSICÍON 2.1. La matriz T− Id es inversible donde T es la matriz de transi-
ción restringida a los estados de las clases de transitorias (tabla 2).
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2. PROPIEDADES DE LAS MATRICES ESTOĆASTICAS. 41

DEMOSTRACIÓN. Existen tal que|Tn|∞ < 1 porque para cadat ∈ T existe
un camino desdet hacia alguna clase final con lo cual la l´ınea deMn correspon-
diente at tiene un elemento no nulo y entonces la suma de los elementos de la
lı́neat de Tn es estrictamente menor que 1. Por lo tantoT − Id tiene todos sus
autovalores estrictamente negativos con lo cual es inversible.

La siguiente proposici´on también pueden demostrarse.

PROPOSICÍON 2.2. Los vectoresχI definidos por

(χI )k =


(xI )k sobre k∈ t , donde(T − Id)xI + (M − Id)1 f I = 0 ,

1 sobre k∈ fI ,

0 sobre cualquier otra componente ,

forman una base del n´ucleoN (A) de la matriz A= M − Id.

Finalmente tenemos el teorema siguiente.

TEOREMA 2.3. El proyector P sobre el autoespacio asociado al autovalor1 de
M verifica :

P =
∑

I

χI ⊗ πI ,

donde⊗ representa el producto tensorial.

5

41

1

1

1/2

1/4 1/4
23

6

1

1
1

FIGURA 3. Una cadena de Markov.

EJEMPLO 2.4. Para el grafo de la figura 3 tenemos las dos clases finales{2, 3} y
{4, 5, 6} . Entonces hay dos medidas invariantes que son :

p1 =
[
0 1/2 1/2 0 0 0

]
, p2 =

[
0 0 0 1/3 1/3 1/3

]
.

Los dos autovectores a derecha son :

χ1 =


1/2
1
1
0
0
0

 , χ2 =


1/2
0
0
1
1
1

 .
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42 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

Por lo tanto el proyector espectral asociado es :

P =


0 1/4 1/4 1/6 1/6 1/6
0 1/2 1/2 0 0 0
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 1/3 1/3 1/3
0 0 0 1/3 1/3 1/3
0 0 0 1/3 1/3 1/3

 .

Las propriedades asint´oticas de las matrices estocasticas se resumen en la
tabla 3.

Tipo Propriades asint´oticas

general P = lim
n→∞

I + · · · + Mn−1

n
.

primitiva P = lim
n→∞ Mn .

ergódica p = lim
n→∞

p0+ · · · + pn−1

n
, ∀p0

dondepn+1 = pn M, p = pM .

regular p = lim
n→∞ pn, ∀p0 .

irreducible p = lim
n→∞

p0+ · · · + pn−1

n
, ∀p0

dondepi > 0, ∀i .
TABLA 3. Propriedades asint´oticas des cadenas de Markov.

3. PROPIEDADES ESPECTRALES DE LAS MATRICES MAX-PLUS.

Estudiaremos aqu´ı el autoespacio de una matriz max-plus irreducible y dare-
mos el proyector correspondiente. A lo largo de esta secci´on supondremos queA
es una matriz max-plusn × n irreducible y cone comoúnico autovalor (entonces
todos los circuitos deG(A) tienen peso menor o igual que 0).

DEFINICIÓN 3.1. Se llama circuito cr´ıtico a todo circuito de peso 0.

1. El grafo crı́tico Gc(A) es el grafo formado por los v´ertices y los arcos que
pertenecen a alg´un circuito cr´ıtico. Al conjunto de v´ertices del grafo cr´ıtico
lo representamos conVc.

2. Elgrafo de saturaci´onS(A, y) asociado al autovectory deA es el conjunto
de los vérticesi , j y arcos( j , i ) que verifican :

Aij yj = yi , con yi 6= ε , yj 6= ε .
PROPOSICÍON 3.2. Todo circuito del grafo cr´ıtico es un circuito cr´ıtico. Adem´as,
todos los caminos del grafo cr´ıtico con los mismos extremos tienen el mismo peso.

El siguiente teorema nos dice que el autoespacio asociado al autovalore está
generado porm autovectores dondem es el número de componentes fuertemente
conexas deGc(A).

TEOREMA 3.3. Cualquier autovector asociado al autovalor e se obtiene como
combinación lineal de Nc

A columnas de A+ , donde Nc
A es el número de compo-

nentes fuertemente conexas deGc(A). Más precisamente tenemos :
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4. CONTROL ESTOĆASTICO. 43

1. las columnas A+·i , i ∈ Vc , son autovectores ;
2. si los vértices j e i pertenecen a la misma componente fuertemente conexa

deGc(A), entonces A+·i y A+· j son “proporcionales”;

3. ninguna columna A+·i puede expresarse como una combinaci´on lineal de las
columnas A+· j que utilizanúnicamente v´ertices j pertenecientes a compo-
nentes fuertemente conexas deGc(A) distintas de[i ].

DEFINICIÓN 3.4. Una matrizQ que verifica :

AQ = Q A= Q2 ,

se llamaproyector espectralde A asociado con el autovalore.

Los siguientes teoremas pueden demostrarse.

TEOREMA 3.5. Las matrices

Qi , A+·i A+i · , i ∈ Vc y Q,
⊕
i∈Vc

Qi ,

son proyectores espectrales.

TEOREMA 3.6. Si la ciclicidad deGc(A) es1 entonces existe K∈ N tal que :

Ak = Q, ∀k ≥ K .

TEOREMA 3.7. Si G(A) es fuertemente conexo y si d es la ciclicidad de A, en-
tonces existe K∈ N tal que :

Ak+d = Ak, ∀k ≥ K .

4. CONTROL ESTOĆASTICO.

Formularemos de manera precisa los problemas de control estoc´astico en el
caso de tiempo discreto y de espacio de control finito.

4.1. CADENAS DE MARKOV CONTROLADAS Y OBSERVADAS.

Consideraremos la cadena de Markov
(
T , E,F ,G,Muy, p0, cuy, φ

)
controla-

da y observada donde :

1. T = N es eltiempo(discreto) ;
2. E = {1, 2, . . . , E} es elespacio de estados;
3. G = {1, 2, . . . ,G} es elespacio de las observaciones;
4. F = {1, 2, . . . , F} es elespacio de los controles;
5. {Muy, u ∈ F , y ∈ G} es una familia dematrices de transici´ondondeMuy

xx′
se interpreta como la probabilidad de la transici´on del estadox al estadox′
y de observary si se toma la decisi´onu ;

6. p0 es una ley deprobabilidadsobreE × G (llamada leyinicial) y que en-
tonces verifica : ∑

xy

p0y
x = 1, p0y

x ≥ 0 ;

7. cuy : E → R+ , u ∈ F , y ∈ G es una familia de costos instant´aneos ;
8. φ es el costo sobre el estado final.
Representaremos :
1. Xn ∈ E al estadodel sistema en el instanten;
2. Yn ∈ G a laobservaci´ondel sistema en el instanten;
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3. Un ∈ F al controlen el instanten.

Una polı́tica relajadaρ = (ρi , i ∈ T ) es una ley de probabilidad sobre los
controles condicionada por las observaciones pasadas, es decir queρi es una fun-
ción que asigna a cada(y0, . . . , yi ) una distribuci´on de probabilidad sobreF . Al
conjunto de las pol´ıticas relajadas lo representaremos conR. Tenemos entonces la
medida de probabilidadP del proceso definida por :

P
(
(x, y, u)0 , (x, y, u)1 , · · ·

) = p0y0

x0 ρ
0y0u0

mu0 y1

x0x1ρ
1y0y1u1

mu1 y2

x1x2 · · ·

El problema de control ´optimoconsiste entonces en minimizar el costo de fun-
cionamiento del sistema sobre un periodo finito, es decir resolver problemas como:

min
ρ∈R

E

{
N−1∑
i=0

cUnYn

Xn + φXN

}
,

dondeN es elhorizontedel problema.

4.2. UN IMPORTANTE CASO PARTICULAR.

Consideraremos ahora un caso particular importante llamado problema de ob-
servación completa donde la observaci´on es igual al estado, es decir queXn = Yn.
En este caso optimizaremos sobre el conjunto de“feedbacks” , es decir sobre el
conjunto :

S = {s= (sn : x ∈ E 7→ u ∈ F)n∈T } .
El teorema siguiente nos permite calcular por recurrencia hacia atr´as la estrate-

giaóptima. La ecuaci´on correspondiente se denomina ecuaci´on de la programaci´on
dinámica.

TEOREMA 4.1. La solución de la ecuaci´on deprogramaci´on dinámica:{
Vn

x = min
u∈F

{(
MuVn+1

)
x + cu

x

}
,

V N
x = φx ,

∀x ∈ E , (4.1)

nos da el costo ´optimo :

Vn
x = min

s∈S
E

{
N−1∑
k=n

cUk

Xk + φXN | Xn = x

}
,

y las funciones :

sn : x ∈ E → u∗ ∈ arg min
u∈F

{(
MuVn+1)

x + cu
x

}
, (4.2)

definen una estrategia ´optima en el conjuntoS.
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DEMOSTRACIÓN. SeaVn la solución de (4.1) y seaσ una estrategia cualquiera.
ComoXn evoluciona seg´un la ley inducida porσ tenemos :

Eσ
{

Vn+1
Xn+1 − Vn

Xn | Xn = x
}
=
(

Mσ n
Vn+1 − Vn

)
x
> −c

σ n
x

x

H⇒ En,σ
(

Vn+1
Xn+1 − Vn

Xn

)
> −c

σ n
Xn

Xn

H⇒ E0,σ [V N
XN − V0

X0

] = E0,σ

[
N−1∑
n=0

Vn+1
Xn+1 − Vn

Xn

]

= E0,σ
N−1∑
n=0

En,σ
[
Vn+1

Xn+1 − Vn
Xn

]
> −E0,σ

[
N−1∑
n=0

c
σ n

Xn

Xn

]

H⇒ V0
X0 6 E0,σ

[
N−1∑
n=0

c
σ n

Xn

Xn

]
+ E0,σ [V N

XN

] = E0,σ

[
N−1∑
n=0

c
σ n

Xn

Xn + φXN

]
.

Además, con un razonamiento an´alogo, haciendo jugar el rol deσ a la estrategia
definida por (4.2), se demuestra la igualdad para dicha estrategia.

EJEMPLO 4.2. Consideraremos la cadena de Markov controlada representada en
la figura 4. Entonces

1

0.6 

0.4

0.7 

260

325
0.5 

0.5

64

0.2

20
0.3

2

3

4

5

6

0.8

FIGURA 4. Una cadena de Markov controlada.

Vn
1 = max

{
0.6Vn+1

1 + 0.4Vn+1
2 + 260, 0.5Vn+1

1 + 0.5Vn+1
2 + 325

}
,

Vn
2 = max

{
0.8Vn+1

1 + 0.2Vn+1
2 + 64 , 0.7Vn+1

1 + 0.3Vn+1
2 + 20

}
,

la cual puede escribirse de manera compacta como :

Vn = D ⊗ (H Vn+1) ,

donde :

D =
[
260 325 ε ε

ε ε 64 20

]
, H =


0.6 0.4
0.5 0.5
0.8 0.2
0.7 0.3

 .
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5. PROBLEMA DE CONTROL ESTOĆASTICO ACTUALIZADO.

Consideraremos en esta secci´on el problema de control ´optimo de una cadena
de Markov con horizonte infinito, con un costo actualizado, y en el caso donde
la observaci´on es completa. Nosotros daremos el m´etodo deiteración sobre las
polı́ticas o (algoritmo de Howard)para resolver la ecuaci´on de la programaci´on
dinámica. Tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 5.1. Si cu ≥ 0 y λ > 0, entonces definiendo Au = Mu − Id resulta
que laúnica solución V de :

min
u∈F

{[(
Au − I

)
V
]

x + cu
x

} = 0, ∀x ∈ E ,
es el costo ´optimo

Vx = min
s∈S

E

{+∞∑
n=0

1

(1+ λ)n+1 cUn

Xn | X0 = x

}
.

Además

s : x ∈ E 7→ u∗ ∈ arg min
u∈F

{(
AuV

)
x + cu

x

}
,

define una estrategia ´optima en el conjuntoS.

DEMOSTRACIÓN. ITERACIÓN SOBRE LAS POĹITICAS O ALGORITMO DE

HOWARD. El algoritmo de Howard est´a compuesto por las siguientes etapas :

1. A una estrategiasn asociamos la soluci´onVn de :(
Asn − λ

)
Vn + csn = 0 .

2. A un costoVn asociamos una nueva estrategiasn+1 : x ∈ E → un+1

donde :

un+1 ∈ arg min
u∈F

{[(
Au − λ)Vn]

x + cu
x

}
.

Constru´ımos entonces mediante este m´etodo de iteraci´on sobre las pol´ıticas dos
sucesiones(Vn)n∈N y (sn)n∈N .Mostraremos queVn es una sucesi´on decreciente
y positiva que admite un l´ımite que es soluci´on de la ecuaci´on de la programaci´on
dinámica. Para lo que resta de la demostraci´on tomaremosAn = Asn

y cn = csn
.

1. LA SUCESIÓN Vn ES POSITIVA por su interpretaci´on estoc´astica :

Vn
x = E

{+∞∑
n=0

1

(1+ λ)n+1
csXn

Xn | X0 = x

}
.

2. LA SUCESIÓN Vn ES DECRECIENTE. Tenemos que

AnVn + cn = 0 .

Por la diferencia entre dos ecuaciones sucesivas obtenemos :

AnVn − An+1Vn+1 + cn − cn+1 = 0 ,

An+1 (Vn − Vn+1)+ (An − An+1)Vn + cn − cn+1 = 0 ,

y luego por la etapa dos del algoritmo tenemos

An+1 (Vn − Vn+1) ≤ 0 .
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Por ultimo utilizando el mismo argumento que aquel que nos permiti ´o de-
mostrar la positividad deVn resulta

Vn − Vn+1 > 0H⇒ Vn > Vn+1.

Por lo tantoVn ↓ V∗ y siendo el n´umero de pol´ıticas finito el algoritmo se
detiene despu´es de un n´umero finito de etapas.

3. UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN. Supongamos queV1 y V2 son dos solu-
ciones. Entonces como

A1V1+ c1 = 0, y A2V2+ c2 = 0 ,

resulta

A2 (V1− V2) + (A2 − A1)V1+ c1− c2 = 0 ,

con lo cual

V1− V2 ≤ 0 ,

por la interpretaci´on probabil´ıstica de la soluci´on de la ecuaci´on : A2v+d =
0 cond ≤ 0. Análogamente se demuestra queV2 − V1 ≤ 0 y entonces
V1 = V2.

6. CONTROL CON INFORMACIÓN INCOMPLETA.

Estudiaremos aqu´ı el problema de control ´optimo de una cadena de Markov en
el caso donde no observamos directamente el estado sino solamente una funci´on
del estado con valores en un conjunto finito. Comenzamos dando la ecuaci´on del
filtro óptimo, es decir, la ecuaci´on que nos provee la evoluci´on de la ley condicional
del estado conociendo las observaciones pasadas. Luego daremos la ecuaci´on de la
programaci´on dinámica para el problema con informaci´on incompleta. El estado
considerado para resolver este problema de optimizaci´on no es m´as el estado del
sistema sino la ley condicional del estado conociendo las observaciones pasadas.

6.1. FILTRO.

Consideremos la cadena de Markov observada
(
T , E,G,M y, p0

)
donde :

1. T , E,G tienen el mismo significado que anteriormente;
2. p0 es la ley inicial sobreE × G ;
3. M y

xx′ representa la probabilidad de pasar del estadox al estadox′ y de ob-
servary.

La probabilidad de una trayectoria est´a entonces dada por :

P
[(

x0, y0) , (x1, y1) , . . . , (xn, yn)] = p0y0

x0

n−1∏
i=0

M yi+1

xi xi+1 .

Calcularemos ahora la ley condicional :

qn
x = P

(
Xn = x | Y0 = y0, . . . ,Yn = yn) ,

para la cual tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 6.1. Si qn
x = P

(
Xn = x | Y0 = y0, . . . ,Yn = yn

)
entonces :

qn = r n

r n · 1 , donde rn+1 = r nM yn+1
, r 0 = p0 .
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48 3. ECUACIONES LINEALES RECURRENTES.

DEMOSTRACIÓN. La ley marginal de
(
y0, . . . , yn, xn

)
es :∑

xi
i=0,... ,n−1

[
p0y0

x0

n−1∏
i=0

M yi+1

xi xi+1

]
=
[

p0
n∏

i=1

M yi

]
xn

.

La ley deqn se obtiene normalizando la f´ormula anterior de manera de obtener una
ley de probabilidad enx, es decir dividiendo por :

p0
n∏

i=1

M yi
1 .

6.2. CONTROL CON OBSERVACÍON INCOMPLETA.

Consideremos ahora el caso general de una cadena de Markov controlada con
observaci´on incompleta

(
T , E,F ,G,Muy, p0, cuy

)
. Deseamos resolver el proble-

ma :

min
u
E

[
N∑

n=0

cUnYn

Xn

]
,

lo cual puede escribirse como (el control s´olo depende de las observaciones pasadas) :

min
u
E

[
N∑

n=0

Eqn
(
cUnYn

Xn

)]
= min

u
E

[
N∑

n=0

qncUnYn

]
. (6.1)

En (6.1) no aparece m´asx y solo apareceq lo cual es un problema de control
de filtro óptimo. Se puede demostrar que su ecuaci´on de programaci´on dinámica
es la siguiente :

vn(q) = min
u∈F

∑
y∈G

{
vn+1

(
qMuy

qMuy1

)
qMuy1+ qcuy

}
.

7. NOTAS.

Las cadenas de Bellman son una presentaci´on reciente [3, 4] del “principio de
la programaci´on” dinámica de Bellman [9]. Les mismas ideas se encuentran en
[63, 30, 56, 11, 29].

Una exposici´on bastante completa de la teor´ıa espectral max-plus se presenta
en [7] capitulo 3 secci´on 7, donde pueden encontrarse las pruebas que faltan en
esta secci´on. Un trabajo de inter´es histórico es [66]. En [40] pueden encontrarse
losúltimos resultados de una teor´ıa que generaliza el control estoc´astico, inspirada
en elálgebra max-plus : la teor´ıa de funciones mon´otonas homog´eneas.

El repaso de las cadenas de Markov est´a inspirando en [61]. Los grandes
clásicos sobre las cadenas de Markov son [50, 73]. Las matrices estoc´asticas est´an
estudiadas completamente en [36]. Dos referencias antiguas sobre las cadenas de
Markov son [53, 35].

La parte sobre el control estoc´astico con observaci´on completa es clas´ıca y
haremos referencia, por ejemplo, a sus fundadores [9, 46] o a los clásicos [28,
67, 74]. La ecuación de la programaci´on dinamica con observaci´on incompleta es
conocida ; pero sin muchas referencias.

CUADERNO N◦ 28



CAPı́TULO 4

Redes.

1. REDES DE COLAS DE ESPERA.

El cálculo de la medida invariante de cadenas de Markov provenientes de pro-
blemas reales est´a fuera de alcance para las computadoras. Las redes de colas de
espera de Jackson tienen una medida invariante calculable gracias a una propiedad
de separaci´on de las variables de la ecuaci´on de Kolmogorov. Consideremos un

1

2

3

FIGURA 1. Un conjunto de 3 colas de espera.

conjunto dem colas de espera. A cada cola de esperai le corresponde el estadoxi

que es el n´umero de clientes que esperan en dicha cola. Representaremos conEi

al espacio de estados correspondiente. El espacio de estados del sistema completo
será entonces

Sn
m =

{
x = (x1, x2, . . . , xm) ∈

m∏
i=1

Ei :
m∑

i=1

xi = n

}
,

donden es el número total de clientes en el sistema el cual es constante pues
supondremos que el sistema es cerrado (es decir que los clientes no abandonan el
sistema). Para definir la matriz de transici´on de la cadena de Markov introducimos :

1. ui : x ∈ Sn
m 7→ ui (xi ) ∈ R+, i ∈ {1, . . . ,m}, dondeui (0) = 0, ui (xi ) > 0

si xi 6= 0 y
m∑

i=1
ui (xi ) ≤ 1, es la probabilidad de que un cliente salga de la

cola i si el estado de la red esx ;
2. r es una matriz estoc´asticam×m; ri j representa la probabilidad de que un

cliente que sale de la colai se dirija a la colaj y ui (xi ) ri j es la probabili-
dad de que un cliente salga de la colai y se dirija a la colaj si el estado de
la red esx ;

3. Ti j : x ∈ Sn
m 7→ (x1, . . . , xi − 1, . . . , xj + 1, . . . , xm) ∈ Sn

m .
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50 4. REDES.

La matriz de transici´on M : Sn
m× Sn

m→ R+ de la cadena de Markov est´a entonces
definida por :

Mxx′ =
{

ui (xi ) ri j si ∃i, j : x′ = Ti j (x) ,

0 si no .

El teorema siguiente puede demostrarse.

TEOREMA 1.1. Existe un ´unico p tal que p= pM.

Deseamos resolver los siguientes tres problemas.
1. Calcularp.
2. Calcular la ley de probabilidad del n´umero de clientes en la colai .
3. Calcular la tasa de utilización del servidori .

x1

x2 x3

u1
x r121

FIGURA 2. Espacio de estados.

Notemos que el n´umero de estadosSn
m está dado por :

(n+ 1) (n+ 2) · · · (n+m− 1)

(m− 1)!
.

TEOREMA 1.2. La medida invariante del sistema de colas de espera se factoriza
como

p(x) = 1

K (n,m)
q(x), q(x) ,

m∏
i=1

qi (xi ), qi (xi ) ,
xi∏

l=1

ei

ui (l)
, (1.1)

donde :

1. e ∈ Rm es laúnica medida invariante de r, que entonces verifica e= er,
e1 = 1 ;

2. K (n,m) = ∑
x∈Sn

m

q(x) .

DEMOSTRACIÓN. Como

p = pM ⇔
∑
i, j
i 6= j

p
(
Ti j (x)

)
uj
(
xj + 1

)
r j i = p(x)

∑
i, j
i 6= j

ui (xi ) ri j , (1.2)

resulta que es suficiente verificar (1.2) reemplazandop(x) por (1.1) :∑
i, j
i 6= j

ej r j i
ui (xi )

ei
=
∑
i, j
i 6= j

ui (xi ) ri j ⇔
∑

i

ui (xi )

[∑
i 6= j

ej r j i

ei
−
∑
i 6= j

r i j

]
= 0 .
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2. REDES DE TRANSPORTE. 51

lo que es cierto puese= er.

Para el c´alculo deK (n,m) definamoŝqi (z) ,
+∞∑
i=0

qi (i ) zi . EntoncesK (n,m)

es el coeficiente dezn en
m∏

i=1
q̂i (z) , K (n,m) puede calcularse con la recurrencia

siguiente : K (n,m) =
n∑

l=0
K (l ,m− 1)qm (n− l) ,

K (n, 0) = δ (n) .
Por último se puede mostrar que la ley del n´umero de clientes (pi (xi )) en la

fila i es :

pi (xi ) = qi (xi )
Ki (n− xi ,m− 1)

K (n,m)
,

dondeKi es la red sin la filai .

2. REDES DE TRANSPORTE.

El cálculo de la funci´on valor de una cadena de Bellman proveniente de un
problema real est´a fuera de alcance para las computadoras. Las redes de transporte
tienen una funci´on valor que se calcula resolviendo un problema de flujo. Ellas
corresponden a las redes de Jackson del c´alculo de probabilidades.

2.1. MODELO DE UNA RED DE TRANSPORTE.

(6,0,0)

(0,6,0)

(0,0,6)

23

31 x

y

1

2
3

1

2
3

x y

1 1

2

2

2

12

FIGURA 3. Una red de transporte.

Una red de transporte (compa˜nı́a de alquiler de autos) est´a compuesta por :

1. m estacionamientos,n autos, el espacio de estadosSn
m, la frontera del espa-

cio de estados∂Sn
m ,

m⋃
i=1
∂ i Sn

m donde∂ i Sn
m ,

{
x ∈ Sn

m : xi = 0
} ;
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52 4. REDES.

2. r es en este caso la matrizm×m de los costos de transporte, es decir queri j

es el costo de transportar un auto del estacionamientoi al estacionamiento
j ; por lo tanto se verificari j > 0 si i 6= j y rii = 0 . Definiremos la matriz
de costos de transici´on sobre el espacio de estados como

∀x, x′ ∈ Sn
m, Mxx′ ,

{
ri j si x′ = Ti j (x) ,

ε , +∞ si no ;

3. γi j , Ti j (x)−x =
(

0, . . . , 0,
i
−1, 0, . . . , 0,

j
1, 0, . . . , 0

)
, tales queri j 6=

ε son entonces los desplazamientos admisibles.

El problema consiste entonces en calcular el control ´optimo que permite pasar
del estadox al estadox′ en un número cualquiera de etapas. Debemos calcular
entoncesM∗. No existe unicidad de costos invariantes ya que todas las l´ıneas de
M∗ lo son como lo indica la siguiente proposici´on.

PROPOSICÍON 2.1. M∗x·M = M∗x·, ∀x ∈ Sn
m .

DEMOSTRACIÓN. Como todos los circuitos cr´ıticos son los bucles y hay un
bucle que pasa por cada estado (ri j > 0 si i 6= j y rii = 0) resulta queM∗xx =
0.

EJEMPLO 2.2. Consideremos el casom= 2 y n = 3. Entonces tenemos que :

M =
e b ε

a e b
ε a e

 , M2 =
 e b b2

a e b
a2 a e

 ,

donder12 = b y r21 = a. Por lo tantoM∗ = E ⊕ M ⊕ M2 = M2. Las lı́neas
(e, b, b2), (a, e, b) y (a2, a, e) son los vectores propios no redundantes deM .

Veamos ahora como el problema de las geod´esicas enSn
m se reduce a un prob-

lema de flujo. Seaπ l
xx′ un camino de longitudl que va dex haciax′. Entonces

x′ = x +
∑
i, j

ni j γi j ,

dondeni j es el número de veces que el desplazamientoγi j es utilizado enπ l
xx′ . Por

lo tanto el costo del caminoπ l
xx′ es

∑
i, j

ni j ri j . Entonces

M∗xx′ = inf
n≥0

J n=x′−x

n.r ∗ ,

dondeJ es la matriz de incidencia del grafo completo conm nodos, es decirJ =
{γ t

i j } .
Como consecuencia tenemos las formas producto min-plus :

M∗xx′ =


⊗
l 6=k

(
r ∗kl

)x′l si xk = n ,⊗
k6=l

(
r ∗kl

)xk si x′l = n .

CUADERNO N◦ 28



3. CONTROLÓPTIMO DE REDES ESTOĆASTICAS. 53

EJEMPLO 2.3. Consideremos el sistema de transporte con 3 estacionamientos y 6
autos y con costos de transportes dados por :

r =
e 1 e
ε e 1
1 ε e

 .

Entonces tenemos :

r ∗ =
e 1 2

2 e 1
1 2 e

 .

Supongamos quex = (0, 0, 6) y quey = (2, 3, 1) . Resulta entonces :

M∗xy =
(
r ∗31

)2 (
r ∗32

)3 = 2× 1+ 3× 2= 8.

3. CONTROL ÓPTIMO DE REDES ESTOĆASTICAS.

El cálculo de la funci´on valor de un problema de control de una red est´a fuera
del alcance de las computadoras. La forma producto puede ser utilizada para op-
timizar las redes de colas de espera sobre la clase de los “feedbacks” locales. Las
estrategias optimales de las redes de transporte permiten controlar el soporte de la
ley de probabilidad cuando tienen lugar los desplazamientos aleatorios.

3.1. REDES ABIERTAS Y CONTROLADAS DE COLAS DE ESPERA.

Esta nueva situaci´on puede ser vista como un caso particular de la situaci´on
anterior en la cual :

1. existe una cola de espera de ´ındice 0 que representa el exterior ;
2. el número total de clientes del sistema es+∞ ;
3. la tasa de salida de la fila exterior es independiente del n´umero de clientes

en dicha fila.

Supongamos adem´as que :

1. r es la matriz de los caminos internos ;
2. λi es la probabilidad de una entrada en la filai durante un per´ıodo de tiem-

po ;
3. e es la soluci´on de :er + λ = e ;
4. la cadena que representa el interior (la que es bien markoviana) es erg´odica ;

entonces la ley de probabilidad del sistema puede escribirse como :

p(x) =
m∏

i=1

ci q
u
i (xi ), dondequ

i (xi ) ,
xi∏

l=1

ei

ui (l)
, ci ,

1∑∞
xi=0 qu

i (xi )
.

Esta ecuaci´on nos dice que nuestro sistema es equivalente am colas de espera
independientes con una tasa de entradaei y una tasa de salidaui (xi ).

e
ux

FIGURA 4. Cola de espera equivalente
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3.2. OPTIMIZACI ÓN SOBRE LA CLASE DE LOS“ FEEDBACKS” LOCALES.

Consideremos ahora el problema :

min
i=1.... ,m

ui :xi 7→ui (xi )

J (u) ,
∑

x

m∏
i=1

qu
i (xi ) φ

[∑
i

ci (xi , ui (xi ))

]
.

DEFINICIÓN 3.1. Unpunto de NashparaJ (u) es un puntou∗ que verifica :

J
(
u∗1, . . . , u

∗
m

) ≤ J
(
u∗1, . . . , u

∗
i−1, ui , u

∗
i+1, . . . , u

∗
m

)
, ∀i ∈ {1, . . . ,m} .

El siguiente sistema nos provee de una caracterizaci´on para quew sea el costo
asociado a una estrategia de Nash ´optima :

i = 1, · · · ,m
qu

i Au
i = 0,

∑
xi

qu
i (xi ) = 1 ,

min
u

[
Au

i vi + φi (ui )
]

y = wi , ∀y ,
donde :

Au
i v = ei vx+1+ ui (x) vx−1− (ei + ui (x)) vx ,

φi (y, u) =
∑

x

∏
j 6=i

qu
j (xj )φ

[
ci (y, u)+

∑
j 6=i

cj
(
xj , uj (xj )

)]
.

4. RESIDUACIÓN.

La ecuaci´on f (x) = b no siempre tiene soluci´on. Nosotros estudiaremos aqu´ı
los casos en los que el conjunto{x : f (x) ≤ b} admite un elemento maximal el
cual será representado porf ] (b). En dicho casof ] será el residuo def . Las
aplicaciones max-plus lineales son residuables.

En un dioideD la operaci´on⊕ induce una relaci´on de orden definida por :

a > b⇐⇒ a = a⊕ b, ∀a, b ∈ D.
DEFINICIÓN 4.1. Un dioide se dicecompletosi es cerrado con respecto a sumas
infinitas y si la propiedad distributiva de la operaci´on⊗ se extiende a las sumas
infinitas, es decir :

a⊗
[⊕

i∈I

bi

]
=
⊕
i∈I

(a⊗ bi ) .

EJEMPLO 4.2. Rmax no es un dioide completo peroRmax= Rmax∪{+∞} si lo es.

El siguiente teorema puede demostrarse.

TEOREMA 4.3. Un dioide completo es un lattice completo (es decir un conjunto
ordenado donde todo subconjunto admite una cota superior y una cota inferior).

Si D es un dioide completo entonces representaremos cona ∧ b a la cota
inferior del conjunto{a, b} y con> al elemento maximal deD el cual verifica :

ε ⊗> = ε, >⊕ a = >, ∀a ∈ D.
DEFINICIÓN 4.4. SeanD,C dos dioides completos y seaf : D→ C. Entonces se
define :
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4. RESIDUACIÓN. 55

1. f esmonótonasi :

a > b H⇒ f (a) > f (b) ;

2. f essemi-continua inferior(s.c.i.) si :

f

[⊕
x∈X

x

]
=
⊕
x∈X

f (x) ;

3. f esresiduablesi X = {x ∈ D : f (x) 6 y} admite un elemento maximal
representado porf ] (y) para todoy ∈ C. La función f ] recibe el nombre
de residuo def .

De aqu´ı en adelante tambi´en supondremos quef (ε) = ε. Entonces tenemos
el siguiente teorema.

TEOREMA 4.5. Sea f una funci´on monótona del dioide completoD en el dioide
completoC. Entonces las afirmaciones siguientes son equivalentes :

1. f es semi-continua inferior (s.c.i.).
2. f es residuable.
3. Existe f] : C → D tal que :

f ◦ f ] 6 IC ,
f ] ◦ f > ID .

La residuaci´on tiene las propiedades indicadas en la siguiente proposici´on.

PROPOSICÍON 4.6. Sean f, g : D → C y h : C → B funciones residuables.
Entonces :

1. f ◦ f ] ◦ f = f ;
2. f ] ◦ f ◦ f ] = f ] ;
3. f es inyectiva⇐⇒ f ] ◦ f = ID ⇐⇒ f ] es sobreyectiva ;
4. f es sobreyectiva⇐⇒ f ◦ f ] = IC ⇐⇒ f ] es inyectiva ;
5. (h ◦ f )] = f ] ◦ h] ;
6. f 6 g⇐⇒ g] 6 f ] ;
7. ( f ⊕ g)] = f ] ∧ g].
8. ( f ∧ g)] > f ] ⊕ g] .

Análogamente se pueden definir las funciones dualmente residuables como
aquellas para las cuales el conjuntoX = {x : f (x) > y} admite un elemento mi-
nimal para todoy ∈ C. Una función f se dice que es semicontinua superior (s.c.s.)
si verifica :

f

[∧
x∈X

x

]
=
∧
x∈X

f (x) .

Entonces tenemos el teorema siguiente que es el dual del caso de las funciones
residuables.

TEOREMA 4.7. Sea f una funci´on monótona del dioide completoD en el dioide
completoC con f (>) = >. Entonces las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes.

1. f es semi-continua superior (s.c.s.).
2. f es dualmente residuable.
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56 4. REDES.

3. Existe f[ : C → D tal que :

f ◦ f [ > IC ,
f [ ◦ f 6 ID .

EJEMPLO 4.8. 1. Consideremos la funci´on f : x ∈ R2
max 7→ x ∧ y ∈ Rmax.

Entoncesf es mon´otona pero no es residuable porque no es semi-continua
inferior ya que :

f ((x1, y1)⊕ (x2, y2)) = (x1⊕ x2) ∧ (y1⊕ y2)

= (x1 ∧ y1)⊕ (x1∧ y2) ⊕ (x2∧ y1)⊕ (x2 ∧ y2)

≥ (x1 ∧ y1)⊕ (x2 ∧ y2)

= f (x1, y1)⊕ f (x2, y2) ,

y tomando por ejemplo(x1, y1) = (4, 1) y (x2, y2) = (1, 4) resulta :

f ((4, 1)⊕ (1, 4)) = 4 > 1= f (4, 1)⊕ f (1, 4) .

El conjunto
{
(x, y) ∈ R2

max : x ∧ y 6 1
}

se presenta en el primer gr´afico

de la figura 5, el cual claramente no tiene elemento maximal.

x

1

1

x^ y≤1

y

�x1

1x +y  ≤2

y

2 2

FIGURA 5. Función no residuable y residuable.

2. Sea f : x ∈ R2
max 7→ x2 ⊕ y2 , max(2x, 2y) ∈ Rmax. Entoncesf es

residuable puesto que :

f ((x1, y1)⊕ (x2, y2)) = (x1⊕ x2)
2⊕ (y1⊕ y2)

2

= x2
1 ⊕ x2

2 ⊕ y2
1 ⊕ y2

2
= f (x1, y1)⊕ f (x2, y2) .

El conjunto
{
(x, y) ∈ R2

max : x2⊕ y2 6 1
}

que se representa en el se-

gundo gráfico de la figura 5, el cual tiene el elemento maximal
(

1

2
,

1

2

)
.

CUADERNO N◦ 28



5. PROYECCÍON. 57

3. Consideremos ahora la funci´on x ∈ Rn
max 7→ Ax ∈ Rn

max, la cual es resi-
duable. Al elemento maximal del conjunto

{
x ∈ Rn

max | Ax 6 b
}

lo repre-
sentaremos conA\b. Tenemos que :

Ax 6 b⇔
⊕

j

Ai j x j 6 bi , ∀ j ,

⇔ Aij x j 6 bi , ∀i, j ,
⇔ xj 6 bi /Aij , ∀i, j ,

⇔ xj 6
∧

i

bi /Aij , ∀ j .

Por lo tantoA\b = (−At
)

b donde el producto es en el sentido min-plus.
4. Consideremos la funci´onx ∈ Rmax[[γ ]] 7→ ax ∈ Rmax[[γ ]] dondeRmax[[γ ]]

es el conjunto de las series de potencias enγ con coeficientes enRmax. Sea
a\b el elemento maximal del conjunto{x ∈ Rmax[[γ ]] | ax 6 b}. Entonces
como :

ax 6 b⇔
⊕

06 j6i

ai− j x j 6 bi , ∀i ⇔ xj 6
∧
i> j

bi /ai− j , ∀ j ,

resulta que :

(a\b) j =
∧
i> j

bi /ai− j , ∀ j .

5. PROYECCIÓN.

En el álgebra habitual la proyecci´on sobre Im(B) paralela a ker(C) (cuando
B : U → X es inyectiva ,C : X → Y es sobreyectiva yCB es inversible) est´a
dada por :

P = B (CB)−1 C .

Haremos aqu´ı una construcci´on análoga sobreRn
max.

TEOREMA 5.1. SeanU ,X ,Y tres conjuntos. Entonces :

1. ∀C : X → Y sobreyectiva existe C] tal que :

C ◦ C] = IY ; (5.1)

2. ∀B : U → X inyectiva existe B] tal que :

B] ◦ B = IU . (5.2)

CuandoU ,X ,Y son espacios vectoriales yB y C son lineales entonces se
pueden encontrarB] y C] que también sean lineales. SiU ,X ,Y son módulos
estaúltima afirmación no siempre es verdad.

EJEMPLO 5.2. 1. SeaB : Z → Z con B (x) = 2x. Supongamos que existe

B] lineal. Entonces comoB] (2x) = x, ∀x ∈ Z resultaB] (1) = 1

2
, lo cual

es un absurdo.

2. SeaQp =
{

x | ∃k, n ∈ Z , x = k

pn

}
dondep es un n´umero primo y defi-

namos

C : x ∈ Qp/Z 7→ px ∈ Qp/Z .
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Si existieseC] lineal entonces se tendr´ıa que :

1

p
= pC]

(
1

p

)
= C] (1) = C] (0) = 0 ,

lo cual es un absurdo.

Los módulosY para los cuales (5.1) se cumple conC] lineal se llamanproyec-
tivos y, los módulosU para los cuales (5.2) se cumple conB] lineal se llaman
inyectivos.

Un módulo se dicelibre cuando tiene una base, es decir, una familia generadora
independiente. Los m´odulos libres son proyectivos.

Para las funciones max-plus lineales (las cuales son residuables)C] y B] en
5.1 y 5.2 respectivamente son las funciones residuo deC y B que entonces son
min-plus lineales y por lo tanto no son max-plus lineales.

SiX eY son semi-m´odulos conY libre entonces 5.1 se verifica conC] lineal.
Si U y X sonRmax-semi-módulos conU libre entonces 5.2 se verifica conB]

lineal.

EJEMPLO 5.3. 1. Los subm´odulos libres deRn
maxson raros. Por ejemplo Im(B)

donde

B =
[
1 e
e 1

]
,

no es libre pues en su “frontera” no existe unicidad de descomposici´on co-
mo por ejemplo [

1
e

]
=
[
1
e

]
⊕ (−1)

[
e
1

]
.

2. Si una aplicaci´on lineal A : Rn
max → Rm

max con n ≥ m es sobreyectiva
entonces la matrizA contiene una submatriz que es una permutaci´on de
una matriz cuadrada diagonal inversible.

Como las condiciones de sobreyectividad y de inyectividad son muy restricti-
vas podemos utilizar la siguiente generalización del teorema anterior.

TEOREMA 5.4. SeanU ,X ,Y,Z cuatro conjuntos. Entonces :

1. ∀C : X → Y, C̃ : X̃ → Y conIm (C) ⊂ Im(C̃), ∃M : X → X̃ :

C̃ ◦ M = C ;

2. ∀B : U → X , B̃ : U → X̃ conker(B̃) ⊂ ker(B) , ∃N : X̃ → X :

N ◦ B̃ = B ;

3. Si U ,X ,Y sonRmax-semi-m´odulos libres y B, B̃,C, C̃ son lineales en-
tonces este resultado es verdadero con M y N lineales.

Los siguientes teoremas nos proveen de condiciones para la existencia de la
proyección sobre Im(B) paralela a ker(C) .

TEOREMA 5.5. Sean B: U → X y C : X → Y aplicaciones lineales. Suponga-
mos que se verifica una de las dos afirmaciones siguientes (las cuales son equiva-
lentes) :

1. Im(CB) = Im (C) , ker(CB) = ker(B) ;
2. Card

(
C−1C (x)∩ Im (B)

) = 1 ;
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entonces existe P: X → X lineal que verifica :

P B= B, C P = C, P2 = P = B/CB\C .

P es la proyecci´on sobreIm (B) paralela aker(C) . Se dice queX = Im (B) ⊕
ker(C) .

TEOREMA 5.6. Tenemos que :

1. Dada B,∃C : Card
(
C−1C (x) ∩ Im (B)

) = 1⇔ B = B (B\B/B) B ;
2. Dada C,∃B : Card

(
C−1C (x) ∩ Im (B)

) = 1⇔ C = C (C\C/C) C .

EJEMPLO 5.7. 1. TomemosU = X = Y = R2
max. DefinamosB : U → X y

C : X → Y por la siguiente matriz :

B = C =
[

e −1
−1 e

]
.

Entonces comoB2 = B tenemos :

P = B = C = B\B2/B = B\B/B = B\B .

En la figura 6 (Ejemplo 1) se representan Im(B) y ker(C).
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1

1

Im B

Im B

x

x

x
Px

Px

Ker C

       Ejemplo 1

Ejemplo 2

FIGURA 6. Proyecci´on.

2. TomemosX = R2
max,U = Y = Rmax. DefinamosB : U → X y C : X →

Y por las siguientes matrices :

B =
[
e
e

]
, C = [e −1

]
.

Entonces Im(B), ker(C) y la proyección sobre Im(B) paralela a ker(C)
están representadas en la figura 6 (Ejemplo 2).

6. AGREGACIÓN.

Mostraremos ahora como se puede reducir la dimensi´on de un sistema din´amico
lineal.

SeanU = Rm
min, X = Rn

min, Y = Rp
min, y seanB : U → X y C : X → Y dos

funciones lineales.
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DEFINICIÓN 6.1. Se dice queA : X → X es agregable porC si existeAC tal
que :

C A= ACC.

Supongamos queA es agregable porC y queXn+1 = AXn. Entonces si defi-
nimosYn , CXn resulta queYn verifica :

Yn+1 = ACYn .

PROPOSICÍON 6.2. Si C es regular (C= C (C\C/C) C), entonces A es agregable
por C si y sólo si para toda B y P tal que P es la proyecci´on sobreIm (B) paralela
a ker(C) se verifica :

P A= P AP .

DEMOSTRACIÓN. SUFICIENCIA.

C A= C P A= C P AP= C AP = C A(B/ (CB))C = [C A(B/ (CB))] C

pues

P = B (CB\C) = (B/CB)C .

NECESIDAD. ComoC es regular sabemos que existeB y P tal queP es la proyec-
ción sobre Im(B) paralela a ker(C) . Entonces tenemos

P A= (B/ (CB))C A= (B/ (CB)) ACC = (B/ (CB)) ACC P

= (B/ (CB))C AP= P AP .

DEFINICIÓN 6.3. Se dice queB escoherentecon A : X → X si existeAB tal
que :

AB = B AB .

Supongamos queB es coherente conA y queXn+1 = AXn con X0 = BU0.
Entonces tenemos queXn = BUn dondeUn verifica :

Un+1 = ABUn.

La siguiente proposici´on también puede demostrarse.

PROPOSICÍON 6.4. Si B es regular, entonces B es coherente con A si y s´olo si
para toda C y P tal que P es la proyecci´on sobreIm (B) paralela aker(C) se
verifica :

AP = P AP.

Sea ahoraU = {J1, . . . , Jp
}

una partición del espacio de estadosF = {1, . . . , n}.
Entonces se define la matriz caracter´ısticaU de la particiónU por :

Ui J =
{

e si i ∈ J,

ε si i /∈ J,
∀i ∈ F, ∀J ∈ U .

Siw ∈ Rn
min es un costo (es decir quewe = e) entonces se define el costo condi-

cional dew con respecto aU por :(
wU
)
i J =

w j⊕
j∈J w j

, ∀ j , J.
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Entonces se verifica que :

wU = WU S−1 , dondeS, Ut WU, W = diag(w) .

DEFINICIÓN 6.5. SeaA (irreducible) el costo de transici´on (eA = e) de una ca-
dena de Bellman con un ´unico costo invariante. Entonces se dice queA esU -
lumpablesi A es agregable conC = Ut .

Si A esU -lumpable entoncesP = BC, dondeB = wU , es la proyecci´on sobre
Im (B) paralela a ker(C) ya que :

CB = Ut WU S−1 = SS−1= e .

Porúltimo se puede probar queA es lumpable (AC = A = C AB) si y sólo si
se verifica : ⊕

k∈K

akj = aK J, ∀ j ∈ J, ∀J, K ∈ U .

7. NOTAS

La forma producto es cl´asica en el teor´ıa de colas de espera [49, 51, 8, 23].
El problema de transporte es una introducci´on a un trabajo en curso [33].
La optimización de una red de colas de espera en una clase de feedback locales

fué presentada en [65].
La teorı́a de la residuaci´on y sus aplicaciones al ´algebra max-plus se encuentra

en [7] a partir de [14].
La construcci´on de los proyectores en ´algebra max-plus se estudia en [18, 19].

Para el repaso de de la teor´ıa des m´odulos utilizamos [13].
La exposición sobre la agregaci´on se presenta en [64]. Dicho trabajo adapta al

marco max-plus la exposici´on de[26] válida para el ´algebra ordinaria.
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CAPı́TULO 5

Sistemas de entrada-salida.

1. REDES DEPETRI.

Recordaremos ahora el funcionamiento de las redes de Petri. Daremos tambi´en
la modelizaci´on de los grafos de eventos mediante “daters”.

q q

q

q
q

q

p

p

p

p

transicion

lugar
marca inicial

temporalizacion

1

1

2

2

3

3

4

4

5

6

FIGURA 1. Red de Petri.

DEFINICIÓN 1.1. Unared de Petri temporalizada
(
P,Q,M, N,m0, τ

)
está com-

puesta por :

1. P es un conjunto finito cuyos elementos son llamadoslugares;
2. Q es un conjunto finito cuyos elementos son llamadostransiciones;
3. M es una matriz|Q| × |P | con coeficientes enN la cual nos provee la

multiplicidadde los arcos salientes de las transiciones, es decir queMqp es
la multiplicidad del arco que va de la transici´onq al lugarp ;

4. N es una matriz|P | × |Q| con coeficientes enN la cual nos provee la
multiplicidad de los arcos entrantes a las transiciones, es decir queNpq es
la multiplicidad del arco que va del lugarp a la transici´onq ;

5. m0 ∈ N|P | es lamarca inicial(cantidad de marcas que hay en cada lugar en
el instante inicial) ;

6. τ ∈ N|P | es latemporalizaci´on(tiempo de espera de una marca en un lugar).

Las redes de Petri representan sistemas din´amicos. Una transici´on puedeen-
cendersecuando todos los lugares anteriores a dicha transici´on contienen al menos
tantas marcas como la multiplicidad del arco que los une y estas marcas han estado
en dicho lugar m´as tiempo que el tiempo de espera asociado a dicho lugar. Cuan-
do una transici´on se enciende se eliminan tantas marcas de los lugares anteriores
a dicha transici´on como la multiplicidad del arco que los une y se agregan tantas
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64 5. SISTEMAS DE ENTRADA-SALIDA.

marcas a los lugares posteriores a dicha transici´on como la multiplicidad del arco
que los une.

Encendido

FIGURA 2. Encendido.

Cuando la temporalizaci´on es nula y la multiplicidad de todos los arcos es 1
hablaremos de red de Petri. Si la temporalizaci´on es no nula hablaremos de red de
Petri temporalizada. Losgrafos de eventosson las redes de Petri en las cuales a
todo lugar ingresa y sale un solo arco. Por lo tanto casos como los indicados en la
figura siguiente no pueden suceder en los grafos de eventos.

FIGURA 3. Redes de Petri que no son grafos de eventos.

EJEMPLO 1.2. 1. SINCRONIZACIÓN. La tarea representada por la transici´on
t de la siguiente figura solo podr´a llevarse a cabo si la piezap y la máquina
m están disponibles.

2. AUTORIZACIÓN O PROHIBICIÓN DE ACCESOen función del estado de ocu-
pación. La tareat1 de la figura siguiente s´olo podrá llevarse a cabo cuando
se termine con la tareat2.

Sincronizacion Compartidos

p m

t t

p

t t

1

1

2

2Acceso

FIGURA 4. Ejemplo de modelizaci´on con las redes de Petri.

3. RECURSOS COMPARTIDOS. Las tareast1 y t2 comparten el recurso repre-
sentado por el lugarp.

Consideremos ahora una secuencia de encendidos de transicionesσ : t1, . . . , tn.
Entonces la marca de la red de Petri evoluciona de la forma :

m0 t1→ m1 t2→ m2 · · ·mn−1 tn→ mn = mσ .
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Definamos el vectorσ] ∈ N|Q| por :

σ
]
t = número de veces que la transici´on t se enciende enσ .

Entonces tenemos que :

mσ = m0+ σ] (M − Nt ) = m0+ σ]J ,

dondeJ , M − Nt (matriz de incidencia transici´on-lugar).

DEFINICIÓN 1.3. 1. Unp-semiflujoes un vectory ∈ N|P | tal queJ y = 0.
Entonces comomσ y = m0y resulta que el soporte dey nos indica la zona
de la red de Petri donde hay conservaci´on de marcas.

2. Un t -semiflujoes un vectorx] tal quex]J = 0. Entonces comomx =
m0 + x]J = m0 resulta quex] representa una secuencia de encendidos
para la cual la marca se conserva.

Consideremos el grafo de eventos temporalizado de la figura siguiente. Las
barras en los lugares de dicho grafo representan los tiempos de espera en los lugares
correspondientes.

y

u

x1 x2

FIGURA 5. Un grafo de eventos temporalizado.

Deseamos estudiar la modelizaci´on mediante “daters” de dicho grafo de even-
tos. Para esto seaun el instante en el cual la transici´onu se enciende porn-ésima
vez. Definamosxi

n, i = 1, 2, como el instante en el que la transici´on xi se en-
ciende porn-ésima vez. An´alogamente definimosyn. Estas variables asociadas a
las transiciones reciben el nombre de “daters”. Si suponemos que una transici´on
se enciende en el instante en que queda habilitada (es decir en el primer instante
en el que se dan todas las condiciones para que dicha transici´on pueda encenderse)
entonces las variables anteriores verifican las siguientes ecuaciones de evoluci´on :

x1
k = max

(
1+ x1

k−2, 1+ x2
k−1, 1+ uk

)
,

x2
k = max

(
1+ x1

k−1, 2+ uk
)
,

yk = max
(
x1

k , x2
k

)
.

las cuales pueden escribirse en forma matricial como :{
xk = A1 ⊗ xk−1⊕ A2 ⊗ xk−2⊕ B ⊗ uk ,

yk = C ⊗ xk ,
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donde

A1 =
[
ε 1
1 ε

]
, A2 =

[
1 ε

ε ε

]
, B =

[
c1
2

]
, C = [e e

]
.

Extendiendo el vector de estado el sistema anterior puede llevarse a su forma
normal equivalente : {

Xk = AXk−1 ⊕ BUk ,

Yk = CXk .

2. GRAFOS DE EVENTOS TEMPORALIZADOS.

Daremos ahora la modelizaci´on mediante “counters”‘ y la modelizaci´on 2D
(2-dimensional) de los grafos de eventos temporalizados. Mostraremos la utilidad
de la modelizaci´on 2D y caracterizaremos en dicha modelizaci´on a los sistemas
racionales.

2.1. MODELIZACIÓN MEDIANTE “ COUNTERS”.

Consideremos nuevamente el grafo de eventos temporalizado de la figura 5.
Esta vez definamosxi

t , i = 1, 2, como la cantidad de veces que la transici´on xi

se ha encendido hasta el instantet (incluı́do). Análogamente definimosut e yt .
Estas nuevas variables asociadas a las transiciones reciben el nombre de “counters”.
Tenemos entonces que se verifica :

x1
t = min

(
x1

t−1+ 2, x2
t−1+ 1, ut−1

)
,

x2
t = min

(
x1

t−1+ 1, ut−2
)
,

yt = min
(
x1

t , x2
t

)
,

lo cual puede escribirse en forma matricial (min-plus) como :{
xt = A⊗ xt−1⊕ B1⊗ ut−1⊕ B2⊗ ut−2 ,

yt = C ⊗ xt ,

donde :

A =
[
2 1
1 ε

]
, B1 =

[
e
ε

]
, B2 =

[
ε

e

]
, C = [e e

]
.

Extendiendo nuevamente el vector de estado el sistema anterior puede llevarse
a su forma normal equivalente :{

Xk = ÃXk−1⊕ B̃Uk ,

Yk = C̃ Xk .

Podemos ver entonces que las recurrencias obtenidas mediante las dos mode-
lizaciones son diferentes.
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2.2. SHIFTS.

Desde el punto de vista matem´atico es conveniente pensar a los “daters” co-
mo funciones no decrecientes desdeZmin en Zmax. Entonces el conjunto de los
“daters” con la suma puntual habitual como suma y con la sup-convoluci´on como
multiplicación resulta ser un dioide. Una forma conveniente para trabajar con “da-
ters” consiste en considerar suγ -transformada. Para un “dater”d = (dk)k∈Zsu
γ -transformadaD se define como la siguiente serie de potencias con coeficientes
enZmax

D =
⊕
k∈Z

dkγ
k.

El conjuntoD [[γ ]] de lasγ -transformadas de los “daters” con las operaciones de
suma y multiplicación habituales de las series de potencias es un dioide el cual es
isomorfo al dioide de los “daters”.

El operador “shift” aplicado a un “dater” se define por :

γ : (dk)k∈Z7→ (dk−1)k∈Z.

Notemos que siD es laγ -transformada ded entonces el operador “shift” corres-
ponde a multiplicarD porγ.

Análogamente se puede definir el operador “shift” aplicado a un “counter”
por :

δ : (ct)t∈Z→ (ct−1)t∈Z.

Entonces siC = ⊕
t∈Z

ctδ
t es laδ-transformada dec resulta que el operador “shift”

corresponde a multiplicarC porδ.
Ahora podemos escribir de la siguiente manera el sistema obtenido a partir de

la modelizaci´on mediante “daters” de un grafo de eventos temporalizado :{
X = γ AX ⊕ BU ,

Y = CX .

Por lo tanto resulta que :

Y = C (γ A)∗ BU .

Análogamente podemos escribir de la siguiente manera el sistema obtenido a
partir de la modelizaci´on mediante “counters” de un grafo de eventos temporaliza-
do : {

X = δ ÃX⊕ B̃U ,

Y = C̃ X .

con lo cual resulta :

Y = C̃
(
δ Ã
)∗

B̃U .

Al álgebra de las series de potencias le corresponde el ´algebra de los sistemas
donde la suma de dos sistemas es su puesta en paralelo y su multiplicación es su
puesta en serie.
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FIGURA 6. Simplificación de grafos de eventos temporalizados.

2.3. SIMPLIFICACI ÓN.

Consideremos el primer grafo de eventos temporalizado de la figura 6; su mo-
delización mediante “daters” conduce a :

Y = (2γ ⊕ 1γ )U = 2γU ,

en tanto que de su modelizaci´on mediante “counters” resulta :

Y = (1δ2⊕ 1δ
)
U .

Por lo tanto la modelizaci´on mediante “daters” nos dice que dicho sistema puede
simplificarse al sistema representado en el segundo grafo de eventos de la figura 6.

Consideremos ahora el sistema representado por el tercer grafo de eventos de
la figura 6. Entonces su modelizaci´on mediante “daters” conduce a :

Y = (1γ 2⊕ 1γ
)
U ,

en tanto que de su modelizaci´on mediante “counters” resulta :

Y = (2δ ⊕ 1δ)U = 1δU .

Entonces la modelizaci´on mediante “counters” nos dice que este sistema puede
simplificarse al sistema representado en el cuarto grafo de eventos de la figura 6.

Como consecuencia de estos dos ejemplos se plantea la necesidad de tener un
álgebra que nos permita una simplificaci´on maximal para lo cual introduciremos
la estructura algebraicaMax

in [[γ, δ]] (min max γ δ). Para esto comencemos por el
conjunto de las series de potencia formales en dos variables(γ, δ) con coeficientes
booleanos y con exponentes enZ. Este conjunto con la suma y multiplicación
convencionales de las series es un dioide que es representado porB [[γ, δ]]. Con-
sideremos ahora la relaci´on de equivalencia enB [[γ, δ]] definida por :

∀A, B ∈ B [[γ, δ]] , A ≈ B⇔ (
δ−1)∗ A = (δ−1)∗ B .

El conjunto cociente
(
δ−1

)∗ B [[γ, δ]] definido por esta relaci´on de equivalencia
es un dioide con las operaciones inducidas por las operaciones deB [[γ, δ]] el cual
resulta ser isomorfo aZmax[[γ ]] (el conjunto de las series de potencias enγ con
coeficientes enZmax). Finalmente consideremos la relaci´on de equivalencia en(
δ−1

)∗ B [[γ, δ]] definida por :

∀A, B ∈ (δ−1)∗ B [[γ, δ]] , A ≡ B⇔ γ ∗A = γ ∗B .
El conjunto cociente definido por esta relaci´on de equivalencia se representa

porMax
in [[γ, δ]] y el mismo es un dioide.

Existe otro camino para obtenerMax
in [[γ, δ]] a partir de B [[γ, δ]] que consiste

en tomar primero el cociente porγ ∗ seguido por el cociente por
(
δ−1

)∗
. También
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es posible obtenerMax
in [[γ, δ]] en un paso considerando el cociente por

(
γ ⊕ δ−1

)∗
.

ax

max

in [[ ]]

[[ ]]B ,

,

*

*

*

** *

(

(

(

)

)

)1

1

1

-

-

-

γ

γγ γ

γ

δδ [[ ]]γ

δδ

δ

Z

min
[[ ]]δZ M

FIGURA 7. Modelizaciones

Geométricamente enMax
in [[γ, δ]] un monomioγ cδt representa a un cono sur-

este con v´ertice(c, t) (los elementos deB [[γ, δ]] están en correspondencia uno a
uno con los subconjuntos deZ2). Entonces la suma⊕ enMax

in [[γ, δ]] corresponde
a la unión y la multiplicación⊗ enMax

in [[γ, δ]] corresponde a la suma vectorial
(estas dos operaciones son estables en el conjunto de las uniones de conos sur-
este). Notemos adem´as que : {

ε = γ∞δ−∞ ,
e= γ 0δ0 .

EJEMPLO 2.1. MODELO 2D. Consideremos nuevamente el grafo de eventos tem-
poralizado de la figura 5. Entonces tenemos que :{

X = AX ⊕ BU ,

Y = CX ,
dondeA =

[
γ 2δ γ δ

γ δ ε

]
, B =

[
δ

δ2

]
, C = [e e

]
.

Por lo tanto

Y = C A∗BU = δ2 (γ δ)∗U .

Estaúltima ecuaci´on nos dice que el sistema de la figura 5 es equivalente al
sistema representado en la figura siguiente :

u y

FIGURA 8. Sistema equivalente al sistema de la figura 5.

2.4. RACIONALIDAD , REALIZABILIDAD Y PERIODICIDAD .

DEFINICIÓN 2.2. 1. Una serieS∈Max
in [[γ, δ]] se diceracionalsi ella pertenece

a la clausura de{ε, e, γ , δ} con respecto a un n´umero finito de operaciones
⊕,⊗ y ∗.
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2. Una serieS∈Max
in [[γ, δ]] es realizablesi ella puede ser escrita como :

S= C (γ A1 ⊕ δA2)
∗ B ,

dondeC, A1, A2 y B tienen coeficientes booleanos{ε, e}. En dicho casoS
representa al sistema :{

X = (γ A1 ⊕ δA2) X ⊕ BU ,

Y = CX .

3. Una serieS∈ Max
in [[γ, δ]] esperiódicasi existen dos polinomiosp y q y un

monomiom tal que :

S= p⊕ qm∗ .

El siguiente teorema puede demostrarse.

TEOREMA 2.3. Para S∈ Max
in [[γ, δ]] las siguientes tres afirmaciones son equiva-

lentes.

1. S es realizable.
2. S es racional.
3. S es peri´odica.

3. RESOLUCIÓN DE TRES PROBLEMAS.

Mostraremos como un problema de valor propio generalizado permite calcular
la tasa de producci´on de un grafo de eventos temporalizado y aut´onomo y de all´ı
deduciremos un feedback sobre la salida de un sistema que no lo lentifica y que
asegura la acotaci´on del número de marcas en el sistema. Finalmente mostraremos
como la residuaci´on permite calcular el instante m´as tard´ıo para lograr un objetivo.

3.1. VALOR PROPIO GENERALIZADO.

Consideremos ahora un grafo de eventos temporalizado y aut´onomo (sin en-
tradas ni salidas) con una din´amica dada por la siguiente ecuaci´on :

X = A (γ, δ)X .

Entonces tenemos el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1. Si

1. A (γ, δ) es irreducible,
2. G (A (−∞, 1)) no tiene circuitos de peso positivo,
3. G (A (∞, 1)) tiene al menos un circuito de peso igual a+∞,

entonces existe X∈ Rn
max y λ ∈ Rmax único tal que :

X = A
(
λ−1, 1

)⊗ X .

Además tenemos que

λ = max
m∈C∈C

mδ

mγ

,

dondeC representa el conjunto de los circuitos y m es un monomio de pesos de un
circuito con m= γmγ δmδ .
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El valor propio generalizadoλ se interpreta como la inversa de la tasa de pro-
ducción de la red de Petri ya que

Xn+1 = AXn ⇒ X = γ AX⇒ λX = AX ,

y luego si comenzamos conX0 = X resulta queXn = nλ+ X0 .

DEMOSTRACIÓN. Debemos encontrarX y λ tales que :

X = A
(
λ−1, 1

)⊗ X ,

y entoncesλ debe ser tal quee sea valor propio deA
(
λ−1, 1

)
.

ComoA
(
λ−1, 1

)
es irreducible admite un ´unico valor propio dado por :

3(λ) = max
c∈C
|c|w (λ)
|c|l

= max
c∈C

[
1
|c|l

∑
(i, j )∈c

max
m∈Ai j

(
mδ −mγ λ

)]
.

Si suponemos que existeλ tal que3(λ) = e entonces tenemos que :

λ > max
C∈C ,m∈C

mδ

mγ

,

y la igualdad debe verificarse para un monomio de un circuito.
Falta mostrar que existeλ tal que3(λ) = e. Como la función3(λ) es el

supremo de funciones afines la misma resulta convexa. Por la hip´otesis 3 tenemos
que

lim
λ→−∞

3(λ) = +∞ ,

y por la hipótesis 2 resulta que

lim
λ→+∞

3(λ) < 0 .

Por lo tanto existe un ´unicoλ tal que3(λ) = 0.

EJEMPLO 3.2. Consideremos el grafo de eventos temporalizado y aut´onomo de la
figura siguiente : Entoncesλ = max(4/2, 3/2, 3/2) = 2.

FIGURA 9. λ = 2.
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H

S?

u y

FIGURA 10. Feedback.

3.2. FEEDBACK QUE NO LENTIFICA.

Consideremos ahora un sistemaH . Deseamos encontrar un “feedback”S
tal que el sistema representado en la figura siguiente sea estable (es decir que el
número de marcas est´e acotado).

La dinámica de este sistema es :

Y = H (U ⊕ SY) = (H S)∗ HU .

Se puede obtener este resultado uniendo las salidas con las entradas por arcos
conteniendo suficientes marcas como para no lentificar el sistema y de manera tal
que el mismo resulte fuertemente conexo (esto no es siempre posible). Entonces
cada lugar est´a en un circuito y en un circuito de un grafo de eventos el n´umero de
marcas es constante.

3.3. INSTANTE MÁS TARDÍO PARA LOGRAR UN OBJECTIVO.

Sea ahora un sistema cuya din´amica est´a dada por :{
X = AX ⊕ BU ,

Y = CU .

Para unY dado (el objetivo) deseamos encontrar el mayorU para el cual se verifica

Z = C A∗BU 6 Y .

Sabemos que dichoU está dado por :

U = C A∗B\Y ,

y el mismo es soluci´on del sistema siguiente :{
ξ = A\ξ ∧ C\Y ,

Y = B\ξ ,

puesU = C A∗B\Y = A∗B\ (C\Y) = B\ (A∗\ (C\Y)) .

4. OPTIMIZACI ÓN DE RECURSOS Y ORDENAMIENTOÓPTIMO.

Mostraremos ahora como puede ser resuelto el problema de optimizaci´on del
número de marcas sujeto a una restricci´on sobre la tasa de salida. Mostraremos
también como el apilamiento de piezas permite formular los problemas de orde-
namiento.
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4.1. OPTIMIZACI ÓN DE RECURSOS.

Consideremos un grafo de eventos temporalizadoG = (P,Q,M, N,m, τ ).
Entonces el n´umero de marcas se conserva en los ciclos deG. Algunas de las mar-
cas cuando est´an en ciertos lugaresP⊂ P pueden ser interpretadas como recursos
cuyo costo est´a dado porcp. Deseamos resolver entonces el problema :

inf
mP

∑
p̄∈P

cpmp sujeto a : λ = min
c∈C

∑
p∈c

mp∑
p∈c
τp
> µ ,

dondeµ es una tasa de salida dada yC representa el conjunto de los circuitos deG.
Ahora bien

λ = min
c∈C

∑
p∈c

mp∑
p∈c
τp
> µ⇔

∑
p∈c

ρp > 0, ∀c ∈ C, donde ρp = mp − µτp

⇔ ∃v > 0 : ρ ⊗ v > v ,
dondeρ es la matriz cuyos coeficientes son losρp p = (i, j ), i, j ∈ Q.

Por lo tanto el problema de optimizaci´on de recursos es equivalente a resolver
el programa lineal siguiente :

min
mP ,v

{
cP ·mP | v ⊗ ρ > v, v > 0

}
.

EJEMPLO 4.1. Consideremos un sistema de manufactura (flow-shop) compuesto
por dos máquinas y que produce tres tipos de partes. Se supone que todas las partes
siguen la misma secuencia de m´aquinas (aunque algunas pueden no utilizarse) y
toda máquina es visitada a lo sumo una vez por cada parte. Las partes son lle-
vadas por un n´umero finito de carros. Un sistema de este tipo puede representarse
mediante un grafo de eventos temporalizado como el de la figura 11 donde las mar-
cas verticales representan a los carros y las marcas horizontales representan a las
máquinas. Podr´ıamos entonces minimizar la cantidad total de carros manteniendo
la tasa de producci´on dada por la m´aquina más lenta.

maquina 1

maquina 2

ca
rr

o 
2

ca
rr

o 
3

ca
rr

o 
1

t

t

t

t

t

t

1

2

3

4

5

6

FIGURA 11. Un sistema de manufactura.
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4.2. APILAMIENTO DE PIEZAS Y PROBLEMAS DE ORDENAMIENTO.

Supongamos que tenemos un conjunto dek piezas que se apilan una arriba de
la otra. Deseamos conocer la altura m´axima alcanzada por este apilamiento. Una
piezaAi está caracterizada por la funci´on :

Ai
xy = ǎy − âx ,

dondeâx es la altura del borde inferior de la pieza en el puntox y ǎy es la altura
del borde superior de la pieza en el puntoy (ver la figura siguiente).

x y

h

A

â

a

A

A

1

2 2

x

x

y

yy

0

^

FIGURA 12. Apilamiento de piezas

Seahi la altura del borde superior de la piezai en el apilamiento. Entonces se
verifica que :

hi+1
y = sup

x

(
hi

x + Ai+1
xy

)
= (hi ⊗ Ai+1)

y ,

y por lo tanto la soluci´on a nuestro problema est´a dada por :

h0⊗ A1 ⊗ · · · ⊗ Ak ⊗ e ,

dondeh0 es la altura inicial.
Un caso particular se obtiene cuando las piezas tienen espesor cero y entonces

resulta :

â = ǎ , a, Axy = ay − ax.

Dado un conjunto de piezas el problema de ordenamiento ´optimo consiste en
encontrar el orden en el cual deben apilarse las mismas de manera tal de obtener
una altura total m´ınima. Por lo tanto es necesario resolver el problema :

inf
σ

[
h0⊗ Aσ(1) ⊗ · · · ⊗ Aσ(k) ⊗ e

]
,

dondeσ son las permutaciones del conjunto{1, . . . , k}.
4.3. APLICACIÓN A LA PRODUCCIÓN.

Supongamos ahora que la variablex es discreta y que representa los recursos
de un sistema de manufactura. Una pieza corresponde a una tarea que hay que
hacer y que utiliza varios recursos (el espesor de una pieza representa el tiempo
necesario para llevar a cabo la tarea correspondiente). Por ejemplo para el sistema
de manufactura del ejemplo anterior existen seis tareas (pues cada uno de los tres
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carros debe pasar por cada una de las dos m´aquinas) las cuales est´an representadas
por las piezas de la figura siguiente :

x1 1

2

2 2

5 5

3

3 3

6 6

t t

t t

t t

t

mm c c c

produccion

tre
n len

to
tren rapido

t
transporte

FIGURA 13. Aplicación a la producci´on y al transporte del apila-
miento de piezas.

De esta manera obtenemos el tiempo m´ınimo necesario para llevar a cabo todas
las tareas.

4.4. APLICACIÓN AL TRANSPORTE.

También es posible utilizar el m´etodo anterior para determinar los horarios de
los trenes. En este caso las piezas son las trazas espacio-tiempo a lo largo de una
vı́a para un tren.

5. REDES DEPETRI FLUIDAS Y CONTROL ESTOĆASTICO.

Daremos a continuaci´on la definición de una red de Petri temporalizada de
tiempo continuo la cual es muy similar a la de las redes de Petri convencionales. La
principal diferencia reside en el funcionamiento y en la interpretaci´on del sistema
pues circulan por la red “fluidos” en lugar de marcas.

DEFINICIÓN 5.1. Una red de Petri temporalizada de tiempo continuo,

N = (P,Q,M, ρ,m, τ ) ,

está compuesta por :

1. P es un conjunto finito de elementos llamados lugares ;
2. Q es un conjunto finito de elementos llamados transiciones ;
3. M ∈ (R+)P×Q∪P×Q, multiplicadoresMpq (respectivamenteMqp) nos da

el número de arcos que van desde la transici´onq al lugarp (respectivamente
desde el lugarp a la transici´onq);

4. ρ : Q× P →R+ la cual verifica :∑
q∈pout

ρqp = 1, ∀p ∈ P ,

cuando un lugarp es anterior a varias transiciones supondremos que la pro-
porción del fluido que debe asignarse a cada transici´on está dada por la
funciónρ;

5. m ∈ (R+)P representa la marca inicial, es decir quemp es la cantidad de
“fluido” disponible inicialmente en el lugarp;
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6. τ ∈ (
R+
)P

representa el tiempo de espera, es decir queτp es el tiem-
po mı́nimo que transcurre entre la entrada de una mol´ecula al lugarp y
el instante en el que la misma queda disponible para el encendido de una
transición posterior.

Los multiplicadores indican la din´amica de la red de Petri de la siguiente ma-
nera : la transici´onq tomaMqp “moléculas de fluido” de cada uno de los lugaresp
anteriores aq y produceMp′q “moléculas de fluido” para cada uno de los lugaresp′
posteriores aq. El encendido (mezcla de fluidos) de la transici´on continúa mientras
ninguno de los lugares anteriores a la misma este vac´ıo.

Daremos ahora las ecuaciones de programaci´on dinámica para estas redes de
Petri. Con este objetivo definamos :

1. Zp (t) representa la cantidad acumulada de fluido que ha ingresado al lugar
p hasta el tiempot (incluido el fluido inicial);

2. Zq (t) representa el n´umero acumulado de encendidos de la transici´on q
hasta el tiempot .

Si definimos

µpq , Mpq, µqp , M−1
qp , µ̃qp , µqpρqp ,

entonces se puede mostrar que las funciones anteriores verifican las siguientes
ecuaciones1 

Zq (t) = min
p∈qin

µ̃qpZp
(
t − τp

)
,

Zp (t) = mp +
∑

q∈pin

µpqZq (t) .

De estas dos igualdades obtenemos :

Zq (t) = min
p∈qin

µ̃qp

mp +
∑

q′∈pin

µpq′Zq′
(
t − τp

) . (5.1)

Esta ecuaci´on puede ser interpretada en t´erminos de un problema de control
estocástico (semi-Markov) con tasa de actualizaci´on. El siguiente teorema puede
demostrarse.

TEOREMA 5.2. Si existev ∈ (R+)Q tal que :∑
q∈pout

vq Mqp =
∑

q̃∈pin

Mpq′vq′, ∀p ∈ P ,

entonces (5.1) se interpreta como un problema de control estoc´astico (semi-Markov)

sin actualizaci´on con funci´on de Bellman Wq =
Zq

vq
.

Un caso particular esta dado cuando se cumple que :∑
q∈pout

Mqp =
∑

q̃∈pin

Mpq̃, ∀p ∈ P ,

es decir cuando existe el mismo n´umero de arcos entrantes y salientes de cada
lugar. En dicho casov = 1.

1Decimos que un v´erticer (lugar o transici´on) es anterior al v´ertices si Msr 6= 0. Equivalente-
mente se dice ques es posterior ar . Representaremos conr out al conjunto de v´ertices posteriores al
vérticer y conr in al conjunto de v´ertices anteriores al v´erticer .
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6. NOTAS

Todo la concerniente a los grafos de eventos es un resumen de los cap´ıtulos 2
y 5 de [7]. Complementos sobre los redes de P´etri más generales se encuentran
en [20, 21]. La versión estoc´astica de esta modelizaci´on puede encontrarse en el
capı́tulo 7 de [7].

La aplicación a la producci´on se describe en [17].
El método de optimizaci´on de recursos presentado aqu´ı se encuentra en [37] y

es una versi´on mejorada de un m´etodo propuesto en [62]. En [37] puede encon-
trarse un m´etodo basado en el c´alculo formal para resolver este mismo problema.

La modelizaci´on de ciertas clases de redes de Petri por apilamiento de piezas
fué introducida en [38].
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Notación

, por definición
∅ conjunto vaćio

B[[γ, δ]] dioide de series booleanas en dos variablesγ y δ
E esperanza matem´atica
F función caracter´ıstica de una variable de decisi´on
K medida de costo
M valor de una variable de decisi´on

Max
in [[γ, δ]] dioide de series formales en dos variablesγ y δ

N números naturales
O óptimo de una variable de decisi´on
P medida de probabilidad
R números reales

Rmax dioide{R ∪ {−∞},max,+}
Rmin dioide{R ∪ {+∞},min,+}
S sensibilidad de una variable de decisi´on
Z números naturales positivos y negativos

Zmax[[γ ]] dioide de series booleanas en variablesγ con coeficientes enZmax

Zmin[[δ]] dioide de series booleanas en variablesδ con coeficientes enZmin

⊕ adición en un semi-anillo
⊗ multiplicación en un semi-anillo

A∗ e⊕ A⊕ A2 ⊕ · · ·
f ] residuo de f
e elemento identidad en un semi-anillo
1 vector de 1
C transformada de Cramer
E conjunto de estados
Ev homomorfismo de evaluaci´on
F conjunto de controles
Fe transformada de Fenchel
G conjunto de las observaciones
L transformada de Laplace

Mp
m,σ (x) costo estable 1/p[(x −m)/σ ] p

Nm,σ (x) densidad de una ley gaussiana de mediam y varianzaσ
P conjunto de lugares
Q conjunto de transiciones

Qm,σ (x) forma cuadr´atica 1/2[(x −m)/σ ]2

S conjunto de “feedbacks”
T conjunto de tiempos

ker(A) núcleo deA
Im(A) imagen deA
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Id identidad
E número de estados posibles
F número de controles posibles
G número de observaciones posibles

Un control de una cadena de Markov
Xn estado de una cadena de Markov
Yn observaci´on de una cadena de Markov

Mpq,Mqp multiplicador de la transici´onq al lugarp y del lugarp a la transici´on
q de una red de Petri

Mxx′ probabilidad condicional de ir del estadox al estadox′
A generador de una cadena de MarkovM − Id

Mu
xx′ probabilidad condicional de ir del estadox al estadox′ cuando el

control esu
M y

xx′ probabilidad condicionada de ir del estadox al estadox′ y observary
Muy

xx′ probabilidad condicionada de la transici´on del estadox al estadox′ y
observary cuando el control esu

p ley de probabilidad sobreE
c densidad de costo sobreE
λ valor propio

Ti j Ti j (x1, . . . , xI ) = (x1, . . . , xi − 1, xi+1, . . . , x j + 1, . . . , xm)

(A, B,C) matrices que definen un sistema din´amico max-plus lineal
H función de transferencia de un sistema entrada-salida max-plus lineal
P proyección

V, Z función de Bellman
m marca inicial
ε cero en un semi-anillo
γ “shift” aplicado a un “counter”
δ “shift” aplicado a un “dater”

ρqp proporción asignada del lugarp al transiciónq
τp tiempo minimo en el lugarp
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semi-módulo, 6
semiflujo (p), 61
semiflujo (t), 61
sensibilidad, 23
sucesor, 35

temporalizaci´on, 59
transformada de Cramer, 28
transformada de Fenchel, 24
transición, 59

valor, 23
valor propio generalizado, 67
variable costo, 23
variable de decisi´on, 23

85



86 INDICE DE MATERIAS

CUADERNO N◦ 28



CUADERNOS del Instituto de Matemática “Beppo Levi”
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ciones s´olido-ĺıquido”, p. 9-27.



J.E. BOUILLET, “Comparaci´on de soluciones de ecuaciones parab´olicas”, p. 29-44.
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sobreenfriado con una condici´on de contorno convectiva”, p. 35-45.
L.T. VILLA - O.D. QUIROGA, “Modelos de frontera libre en transformaciones fluido

-sólido reactivo”, p, 47-62.
V-A. KUZ, “One-dimension model for dynamic condensation of a vapor”, p. 63-73.
A. BOUCIGUEZ - L. SARAVIA, “Análisis térmico y solución numérica al problema
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