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THEOREMES ASYMPTOTIQUES EN PROGRAMMATION
DYNAMIQUE

JEAN PIERRE QUADRAT

ABSTRACT. On montre l’analogie existant entre le calcul des probabilit´es et la
programmation dynamique. Dans la premi`ere situation les convolutions it´erées
de lois de probabilit´e jouent un rˆole central, dans la seconde les inf-convolutions
de fonctions coˆuts ont un rˆole similaire. L’outil d’analyse privil´egié de la premi`ere
situation est la transform´ee de Fourier, celui de la seconde devrait ˆetre la trans-
formée de Fenchel. Aux lois gaussiennes — stables par convolution — cor-
respondent les formes quadratiques — stables par inf-convolution. A la loi
des grands des nombres et au th´eorème de la limite centrale correspondent des
théorèmes asymptotiques pour la programmation dynamique — convergence de
la fonction valeur de l’´etat moyenn´e vers la fonction caract´eristique du mini-
mum du coût instantan´e, convergence de la fonction valeur de l’´ecart au minimun
renormalisé vers une forme quadratique.

ABSTRACT. Asymptotic Theorems in Dynamic Programming
We show the analogy between probability calculus anddynamic program-

ming. In the first field iterated convolutions of probabilities laws play a central
role, in the second one it is the inf-convolution of cost functions. The main anal-
ysis tool is : the Fourier transform for the first situation, the Fenchel transform
for the second one. To gaussian laws — stable by convolution — correspond
quadratic forms — stable by inf-convolution. To the law of large number and the
central limit theorem correspond asymptotic theorems for the value function of
the dynamic programming — convergence of the value function of the averaged
state towards the characteristic function of the minimum of the instantaneous cost
function, convergence of the normalized deviation from the minimum towards a
quadratic form.

1. INF-CONVOLUTIONS DE FORMES QUADRATIQUES

Pourm ∈ R et σ ∈ R+, notonsQm,σ (x) la forme quadratique de la variable
réellex définie par :

Qm,σ (x) = 1

2

(
x −m

σ

)2

pourσ 6= 0,

Qm,0(x) = δm(x) =
{ +∞ pourx 6= m,

0 pourx = m.

Ces formes quadratiques s’annulent donc au pointm.
Etant donn´ees deux fonctionsf et g deR = R ∪ {∞,−∞} → R on appelle

inf-convolution de f et g (Rockafellar [6]) l’application deR dansR — avec la
convention∞−∞ =∞— définie par :

z→ inf
x+y=z

[ f (x)+ g(y)]
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que l’on notef ∗ g.

PROPOSITION1.1.

Qm,σ ∗ Qm′,σ ′ = Qm+m′,
√
σ 2+ σ ′2

Ce résultat doitêtre bien sˆur rapproch´e de la formule correspondante en proba-
bilit é :

N (m, σ ) ∗N (m′, σ ′) = N (m+m′,
√
σ 2+ σ ′2)

où N (m, σ ) désigne la loi gaussienne de moyennem et l’écart typeσ . Il ex-
iste donc un morphisme (l’exponentielle) entre les formes quadratiques munies de
l’inf-convolution et des exponentielles de formes quadratiques munies de la con-
volution.

Ce résultat se g´enéralise bien sˆur au cas vectoriel.

2. PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Etant donn´e le système command´e à temps discret le plus simple :

xn+1 = xn − un, x0 donné,

pourxn ∈ R, un ∈ R, n ∈ N, et un critère additif général :

min
u0,u1,... ,uN−1

N−1∑
i=0

c(xi , ui )+ φ(xN),

avecc : R2 → R convexe, s.c.i., positive, nulle en un point; etφ : R → R
convexe, s.c.i., positive nulle en un point — les hypoth`eses ne sont pas minimales
mais sont là pour rendre l’expos´e plus clair.

La fonction valeur est d´efinie par :

vn(x) = min
un,... ,uN−1

{
N−1∑
p=n

c(xp, up)+ φ(xN)

}
.

Elle satisfait l’équation de la programmation dynamique :

vn(x) = min
u
{c(x, u)+ vn+1(x − u)} , vN(x) = φ(x).

Ce qui se r´eécrit lorquec ne dépend pas dex

vn = c ∗ vn+1, vN = φ.
Soit en renversant le sens du temps, en faisant un changement d’originep =

N − n, et en prenantφ = δ0 :

vp = c∗p

Et donc la solution de l’´equation de la programmation dynamique — dans le cas
le plus simple — est obtenue en it´erant des inf-convolutions.

Donc l’analogie expos´ee au paragraphe pr´ecédent montre que le calcul de la
fonction valeur de la programmation dynamique correspond au calcul de la loi
de probabilité d’une somme de variables al´eatoires ind´ependantes — dans le cas
particulierc indépendant dex — ou de la loi d’une chaine de Markov dans le cas
le plus général.

La question suivante devient alors naturelle :“quels sont les analogues de la
loi des grands nombres et du th´eorème de la limite centrale en programmation
dynamique”.
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Avant de répondre `a cette question rappelons la d´efinition de la transform´ee de
Fenchel et son analogie avec la transform´ee de Fourier (Bellman-Karush [2]).

3. TRANSFORMATION DE FENCHEL

Soit f une applicationR → R convexe s.c.i.., propre c.a.d. diff´erente de+∞
etjamaiségaleà−∞. On definit sa transform´ee de FenchelF ( f ) comme l’appli-
cation f̂ : R→ R telle que

F ( f )(p) = f̂ (p) = sup
x

[ px− f (x)].

f̂ est convexe s.c.i.. et propre.

EXEMPLE 3.1. La formule:

F (Qm,σ ) = 1

2
p2σ 2+ pm

est l’analogue de la fonction charact´eristique d’une loi de Gauss.

F est une involution, c.a.d.F (F ( f )) = f pour toute fonctionf convexe propre
s.c.i..

L’int érêt principal, ici, de la transform´ee de Fenchel est qu’elle transforme les
inf-convolutions en somme :

F ( f ∗ g) = F ( f )+ F (g).
Appliquant la transform´ee de Fenchel `a l’équation de la programmation dy-

namique dans le cas o`u c ne depend pas dex on obtient :

vN = F (φ̂ + Nĉ).

En utilisant la transform´ee de Fenchel rapide (Brenier [3]) cette formule donne un
moyen rapide de r´esoudre l’équation de la programmation dynamique.

De plus rappelons que la transform´ee de Fenchel est continue pour l’´epi-convergence,
c.a.d. que les ´epigraphes de la transform´ee convergent si les ´epigraphes des fonc-
tions sources convergent Joly [5], Attouch-Wets [1].

EXEMPLE 3.2.

Fe(εx)(p) = δε(p).
Lorsqueε→ 0, δε → δ0 au sens des ´epigraphes mais ne converge pas simplement
bien queεx→ 0 simplement.

On dispose maintenant des outils pour donner les analogues des th´eorèmes lim-
ites des probabilit´es.

4. THÉORÈMES LIMITES EN PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Supposonsc etφ indépendantes dex, positives, convexes, s.c.i. et nulles en un
point unique. Appelonsm le point où s’annullec . On appellewN(x) la fonction
x→ vN(Nx). Ce changement d’´echelle correspond — sur la loi de probabilit´e —
à la division par la taille de l’´echantillon dans l’analogie probabiliste.

On a :

THÉORÈME 4.1 (Loi faible des grands nombres en programmation dynamique).Sous
les hypoth`eses pr´ecédentes on a :

lim
N→∞

vN(Nx) = δm(x)
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la limite étant au sens de la convergence des ´epigraphes.

De la même mani`ere on a l’ analogue du th´eorème de la limite centrale qui
nous indique que la fonction valeur de la programmation dynamique correctement
normalisée et centr´ee est asymptotiquement quadratique. Plus pr´ecisément on a :

THÉORÈME 4.2 (de la limite centrale).Sous les mˆemes hypoth`eses qu’au paragraphe
précédent et si c est deux fois continˆument différentiable au voisinage de son min-
imum m, on a :

lim
N→∞

vN(
√

N(y+ Nm)) = 1

2
c”(m)y2.

La limite est au sens de la convergence des ´epigraphes.

Ces résultats s’´etendent au cas vectoriel, au cas o`u les fonctions c d´ependent du
temps — index n dans le paragraphe 2 — etc...

Les méthodes de d´emonstration copient celles utilis´ees en probabilit´e. Elles font
jouer le rôle de la transform´ee de Fourier par la transform´ee de Fenchel. Elles con-
sistent donc `a développer `a l’ordre un — respectivement deux — les transform´ees
des fonctionsvN et à faire un passage `a la limite sur N au sens des de la topologie
desépigraphes.

5. CONCLUSION

Concluons en r´esumant l’analogie entre le calcul des probabilit´e et la program-
mation dynamique par la table suivante.

Probabilité Programmation dynamique

+ inf
× +
Nm,σ Qm,σ

Fourier Fenchel
convolution inf-convolution∫

dF(x) = 1 infx c(x) = 0
F̂ ′(0) = i

∫
xdF(x) = im ĉ′(0) = m : c(m) = infx c(x)

−F̂ ′′(0) = ∫ x2dF(x) ĉ′′(0) = 1
c′′(m)

Bien que la transform´ee de Fenchel ait ´eté beaucoup utilis´ee en probabilit´e pour
étudier les ´ecartsà la loi des grands nombres et que Bellman ait compris le rˆole de la
transformée de Fenchel pour la programmation dynamique, `a notre connaissance la
loi des grands nombres et le th´eorème de la limite centrale pour la programmation
dynamique sont nouveaux.

REFERENCES

[1] H. ATTOUCH, R.J.B. WETS :Isometries of the Legendre Fenchel transform,Trans. of The
Am. Math. Soc. n◦296, p.33-60, (1986).

[2] R. BELLMAN, W. KARUSH : Mathematical programming and the maximum transformSIAM
Ap. Math. vol.10 n◦3, (1962).

[3] Y. BRENIER : Un algorithme rapide pour le calcul de transform´ees de Legendre-Fenchel
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