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THEOREMES ASYMPTOTIQUES EN PROGRAMMATION
DYNAMIQUE

JEAN PIERRE QUADRAT

ABSTRACT. On montre I'analogie existant entre le calcul des probabildt la
programmation dynamique. Dans la preneisituation les convolution®ites

de lois de probabiléjouent unofe central, dans la seconde les inf-convolutions
de fonctions cafs ont unole similaire. L'outil d’analyse privégié de la preméte
situation est la transfore® de Fourier, celui de la seconde dewvetie la trans-
formée de Fenchel. Aux lois gaussiennes — stables par convolution — cor-
respondent les formes quadratiques — stables par inf-convolution. A la loi
des grands des nombres et aadiegme de la limite centrale correspondent des
théoEmes asymptotiques pour la programmation dynamique — convergence de
la fonction valeur de &tat moyenga’vers la fonction caraetistique du mini-
mum du caitinstantae; convergence de la fonction valeur dechirt au minimun
renormali€’ vers une forme quadratique.

ABSTRACT. Asymptotic Theorems in Dynamic Programming

We show the analogy between probability calculus dgdamic program-
ming. In the first field iterated convolutions of probabilities laws play a central
role, in the second one it is the inf-convolution of cost functions. The main anal-
ysis tool is : the Fourier transform for the first situation, the Fenchel transform
for the second one. To gaussian laws — stable by convolution — correspond
quadratic forms — stable by inf-convolution. To the law of large number and the
central limit theorem correspond asymptotic theorems for the value function of
the dynamic programming — convergence of the value function of the averaged
state towards the characteristic function of the minimum of the instantaneous cost
function, convergence of the normalized deviation from the minimum towards a
quadratic form.

1. INF-CONVOLUTIONS DE FORMES QUADRATIQUES

Pourm € R eto € R, notonsQn,,(x) la forme quadratique de la variable
réellex définie par :

X—m

1 2
Qmo(X) = > < ) pouro # 0,

B | +oo pourx #m,
Qm.o(X) = dm(X) = { 0  pourx=m.

Ces formes quadratiques s’annulent donc au paint

Etant donees deux fonctions etg deR = R U {co, —oo} — R on appelle
inf-convolution def et g (Rockafellar [6]) I'application d&R dansR — avec la
conventiomno — oo = co — définie par :

z— inf [1()+9y)]
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que I'on notef * g.
PROPOSITION1.1.

Qmo * Qm.or = Qmymr, v 024 ¢'?

Ce @sultat doitetre bien sf rapprock’de la formule correspondante en proba-
bilite :
N(m, o) x N, o) = N(m+m, Vo2 + 72)

ou NV (m, o) désigne la loi gaussienne de moyermmeet I'ecart types. |l ex-
iste donc un morphisme (I'exponentielle) entre les formes quadratiques munies de
I'inf-convolution et des exponentielles de formes quadratiques munies de la con-
volution.

Ce @sultat se gréralise biengf au cas vectoriel.

2. PROGRAMMATION DYNAMIQUE
Etant done’le syseme commaneld temps discret le plus simple :
Xn+1 = Xn - Un, XO donré,

pourx, € R, uy € R, n € N, et un criere additif gnéral :
N—1
min c(Xi, Uj XN),
; (Xi. Ui) + ¢ (xn)
avecc : R? — R convexe, s.c.i., positive, nulle en un point;¢et: R — R
convexe, s.c.i., positive nulle en un point — les hy@sits ne sont pas minimales
mais sont& pour rendre I'expasplus clair.
La fonction valeur estefinie par :
N—1
vn(x) = min pZ:;] C(Xp, Up) + @ (XN) | -
Elle satisfait Iéquation de la programmation dynamique :

vn(X) = min{c(X, U) + vnpa(X =W}, vN(X) = G(X).
Ce qui se €écrit lorquec ne dEpend pas dr

Un =C* Uny1, UN = O.

Soit en renversant le sens du temps, en faisant un changement d’'quigine
N —n, eten prenanp = §g :

Up = C*p

Et donc la solution de é@uation de la programmation dynamique — dans le cas
le plus simple — est obtenue ewii&int des inf-convolutions.

Donc I'analogie expose au paragraphe gnédent montre que le calcul de la
fonction valeur de la programmation dynamique correspond au calcul de la loi
de probabili€’ d'une somme de variablesaltoires indpendantes — dans le cas
particulierc indépendant d& — ou de la loi d’'une chaine de Markov dans le cas
le plus ggréral.

La question suivante devient alors naturell&uels sont les analogues de la
loi des grands nombres et duat@me de la limite centrale en programmation
dynamique’
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Avant de Epondrea’cette question rappelons lafthition de la transformé de
Fenchel et son analogie avec la transfeende Fourier (Bellman-Karush [2]).

3. TRANSFORMATION DEFENCHEL

Soit f une applicatio® — R convexe s.c.i.., propre c.a.d. @ifénte deroo
etjamaisegalea —co. On definit sa transfore€ de Fenchef (f) comme I'appli-
cationf : R — R telle que

F(H(p = f(p) = sufpx — ().

f est convexe s.c.i.. et propre.
EXeEmMpPLE 3.1. La formule:

1
F(Qmo) = 5p’0*+ pm

est I'analogue de la fonction charadstique d’une loi de Gauss.

F estune involution, c.a.dF (F(f)) = f pourtoute fonctiorf convexe propre
S.C.i..

Linterét principal, ici, de la transfore® de Fenchel est qu’elle transforme les
inf-convolutions en somme :

F(fxg)=F(F)+ F@Q).
Appliquant la transformé de Fencheh 1'equation de la programmation dy-
namique dans le casi@ ne depend pas deon obtient :
un = F(¢ + NE).

En utilisant la transformé de Fenchel rapide (Brenier [3]) cette formule donne un
moyen rapide deasoudre Equation de la programmation dynamique.

De plus rappelons que la transfaende Fenchel est continue powgdi-convergence,
c.a.d. que legpigraphes de la transfoam’‘convergent si lespigraphes des fonc-
tions sources convergent Joly [5], Attouch-Wets [1].

EXEMPLE 3.2.

Fe(ex)(P) = 8:(P)-
Lorsques — 0, 8, — 8p au sens despigraphes mais ne converge pas simplement
bien quesx — 0 simplement.

On dispose maintenant des outils pour donner les analoguesetasnttes lim-
ites des probabilds.

4. THEOREMES LIMITES EN PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Supposons et ¢ indépendantes de, positives, convexes, s.c.i. et nulles en un
point unique. Appelonm le point ai s’annullec . On appellewy (x) la fonction
x — vn(NX). Ce changement dthelle correspond — sur la loi de probaleilit-
a la division par la taille de &€hantillon dans I'analogie probabiliste.

Ona:

THEOREME 4.1 (Loi faible des grands nombres en programmation dynamigd@)s
les hypotleses pecdenteson a :

Nlim UN(NX) = 6mn(X)
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la limite étant au sens de la convergence dpgfaphes.

De la mréme margre on a I’ analogue du goieme de la limite centrale qui
nous indique que la fonction valeur de la programmation dynamique correctement
normalige et cengé est asymptotiguement quadratique. Plesiggment on a :

THEOREME 4.2 (de la limite centrale)Sous les mmes hypo#ses qu’au paragraphe
précddent et si ¢ est deux fois contimént dif€rentiable au voisinage de son min-
imumm, ona:

1
Jim un(VN(y +Nm)) = 5c"<m>y2.

La limite est au sens de la convergence ejgigfaphes.

Ces Esultats £tendent au cas vectoriel, au casles fonctions ¢ dpendent du
temps — index n dans le paragraphe 2 — etc...

Les méthodes de@honstration copient celles utidies en probabikit”Elles font
jouer le dle de la transformé de Fourier par la transfoemde Fenchel. Elles con-
sistent don@ développesa’l'ordre un — respectivement deux — les transfeen”
des fonctionay eta faire un passagela limite sur N au sens des de la topologie
dese€pigraphes.

5. CONCLUSION

Concluons enegSumant I'analogie entre le calcul des probab#itla program-
mation dynamique par la table suivante.

| Probabili€ | Programmation dynamique ||
+ inf
X +
Nm,a Qm,o
Fourier Fenchel
convolution inf-convolution
JdF(x) =1 infyc(x) =0
F'(0) =i [xdF(x) =im | €(0) =m : c(m) = infy c(x)
—F"(0) = [ x2dF(x) ¢'(0) = gt

Bien que la transforee de Fenchel a@te beaucoup utilisé en probabilé’pour
étudier leecartsa’la loi des grands nombres et que Bellman ait compridéedé la
transfornge de Fenchel pour la programmation dynamiguegtre connaissance la
loi des grands nombres et lesit®®me de la limite centrale pour la programmation
dynamique sont nouveaux.
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