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Résumé

Le but du systéme Pandore est d’automatiser l'en-
semble des taches & accomplir pour faire une étude
d’optimisation de systémes dynamiques, utilisant
des techniques de calcul formel, dinférence, de ma-
nipulations symboliques et d’analyse numérique.
Le systéme est écrit en Macsyma, Lisp et Prolog
et tourne sur une machine Lisp Symbolics. Deux
langages : MACROFORT et MACROTEX ont été
développés permettant la génération de programmes
Fortran et IWTpX & partir de Macsyma.
L’utilisateur spécifie son probléme sous forme
symbolique an moyen d’un éditeur spéeialisé. Un
langage de commandes permet d’interroger le
systéme et de modifier la base de données du
probléme.

Lorsque le probléme est bien posé, une méthode de
résolution est choisie par le systeme. Les critéres
de choix "des méthodes de résolution sont codés
sous forme de clauses Prolog. Une étude théorique
de l'existence et Vunicité de solutions d’équations
aux dérivées partielles associées & ces problémes est
menée dans certains cas. Pandore génére ensuite
les programmes Fortran pour 1’étude numérique,
puis un rapport en IATpX comprenant le modele,
I’explication de la méthode de résolution choisie,
I’étude numeérique, les graphes des résultats.

1 Introduction

Pandore est un systéme expert pour Fidentification
et la commande optimale stochastique ou dé-
terministe.

1l est spécialisé dans la résolution des systémes
non-linéaires et I’exploitation du calcul formel pour
la résolution numérique de ces problémes. Le but
est de coder I’état de V’art dans ce domaine et
d’automatiser ’ensemble des taches & accomplir
pour réaliser une étude compléte & partir de la
spécification du probléeme de commande. Cette
étude consiste a choisir une méthode de résolution,
générer les programmes numeériques associés, et

écrire un rapport en INTEX résumant ensemble de
Pétude. Pour atteindre ces objectifs, Pandore a été
développé dans un univers Lisp auquel on a ajouté
des possibilités d’inférence par un Prolog Oblogis ,
fait par P. Gloess & I'Université de Compiégne [15],
et de calcul formel par Macsyma[12].

Macsyma est un logiciel interactif capable de
faire du calcul numérique et symbolique. Il per-
met d’automatiser une couche d’activités en amont
du calcul numérique lui-méme faites le plus sou-
vent manuellement : manipulations de formules
algébriques ou de programmes vus comme des for-
mules.

Prolog est utilisé pour coder la connaissance sur la
théorie du controle et pour Porganisation logique du
systéme.

On a rajouté a cet environnement les dévelop-
pements suivants:

— définition et écriture d’un compilateur permet-
tant la génération de Fortran a partir de Mac-
syma appelé MACROFORT.

— définition et écriture d’un autre compilateur
permettant la génération de IAXTpX & partir

de Macsyma appelé MACROIEX .

Pandore comprend quatre parties :

— un éditeur spécialisé d’entrée du probléme,

~ un langage de commandes permettant d’inter-
agir avec le systéme,

— un systeéme de génération de programmes For-
tran, .

— un systéme de génération de rapports pouvant
démontrer des théorémes dans certains cas par-
ticuliers.



114

2 L’éditeur d’entrée du pro-
bleme

2.1 Les problémes i résoudre

Sans détailler les aspects mathématiques mais afin
de comprendre les fonctionnalités de Pandore,
énongons un probléme typique résoluble par Pan-
dore [1,2,3,5,6]:

On considére un systéme dynamique dont I’état X,
est modélisé par I’équation différentielle stochas-
tique suivante

ng = b(Xt, Ut)dt + O'(Xt)th

ou U est le contrdle, b la moyenne de la dynamique,
ot la variance.

Le probléme est d’optimiser, par rapport aux varia-

bles de contrble, un critére de la forme

E[/t C(Xt)Ut) dt+f(XTsUT)]

oii ¢(Xy,U;) est appelé le cofit instantané et
f(X7,Ur) le coirt d’arrét.

L’utilisateur devra préciser 4 la machine quelles sont
les variables d’état et de contrdle, leurs domaines de
variation, la dynamique du systéme en explicitant
les expressions de b et h, ¢ et f, ’horizon, les con-
ditions aux limites, les paramétres ...

Pour cela, il utilise ’éditeur déerit plus bas,

2.2 L’&diteur de Pandore

C’est un éditeur fenétre-souris-menus permettant de
spécifier le probléme d’optimisation et les notations.
Cet éditeur est intelligent dans la mesure ou il
adapte automatiquement ses menus aux réponses
précédemment faites.

Son role est d’installer des faits Prolog exploités par
la suite par le langage de commande. On dispose
d’une base de données accessible par Prolog et mise
a jour par les différentes commandes de Pandore et
par les réponses de I'utilisateur 4 des questions.
Les faits obtenus aprés la rentrée des données d’un
exemple de probléme de gestion de portefeuille sont
de la forme

(<~- (etat 10 1xi ))

(<—— (etat !0 tx2 ))

{<-- (commande !0 tul ))

{<-- {condition-frontiere '¢ !x1 0
'reflechi -1.4E))

(<-- (moyenne-dynamique !0 !x1 x2-u3+u2))
(<-- (variance-dynamique !0 fx1 0.1))

(<-- (sens-physique !0 !x2 !"le compte en
actions")) ’

La syntaxe du Prelog Oblogis utilisé est :
( — (conclusion)(hyp 1}{hyp 2) ... )

Les constantes sont précédées du caractére “V”.

3 Le langage de commandes
de Pandore

Ce sont des commandes rajoutées au systeme
de la machine Lisp, spécialisées & Pexploitation
numérique et graphique de problémes de commande
optimale. Ce langage de commandes est hiérarchisé.
Certaines commandes sont utilisées pour la gestion
de la base de faits, elles permettent d’installer, de
modifler ou de visualiser la base de faits. D’autres
commandes permettent d’activer des modules de
Pandore, pour vérifier la complétude d’un probleme,
faire générer du code Foriran, I'exécuter, faire des
sorties graphiques...

4 Expertise

4.1 Démonstration théorique

Pandore est capable d’étudier I’existence et 'unicité
de solutions de certaines équations aux dérivées par-
tielles apparaissant dans les problemes de contrdle.
Les théorémes d’analyse fonctionnelle utilisés sont
codés sous forme de clauses Prolog. De nouveaux
objets Macsyma, comme les espaces de Sobolev, ont
été crées et les autres objets mathématiques utilisés,
comme les opérateurs différentiels ou les formula-
tions variationnelles, sont représentés par des objets
Lisp structurés [4].

4.2 Choix automatique d’une
méthode de résolution

Lorsque le probléeme est formulé par Putilisateur,
Pandore vérifie la cohérence et la complétude des
données et choisit une méthode de résolution parmi
les différentes méthodes implémentées :

— la programmation dynamique,

— la méthode de découplage,

— la méthode du gradient stochastique,

— la méthode de Pontriaguine,

— la méthode de perturbations régulieres.
Ces méthodes sont expliqués dans [1,2,3,5,6]. Les
critéres de choix des méthodes sont codés sous
forme de clauses Prolog. Une fois les méthodes

choisies, on peut demander au systeme de résoudre
numériquement par I’une des méthodes possibles.

Les avancées en programmation
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5 Génération de programmes

L’appel de commandes appropriées permettent de
générer les sous programmes Forirgn correspon-
dant 4 la méthode de résolution choisie puis de
générer un programme principal faisant un essai
numérique particulier selon la précision demandée
par Vutilisateur.

Les résultats numériques sont alors disponibles dans
Pandore. On peut les visualiser en langant la com-
mande permettant de faire du graphique en deux et
trois dimensions.

Détaillons les étapes de la procédure de génération
des sous-programmes qui sont résumées dans le
tableau ci-dessous. ‘

Une grammaire permet de spécifier complétement
les probléemes de controle stochastique et les algo-
rithmes de résolution. Quand le probléeme est bien
posé, une phrase syntaxiquement correcte par rap-
port & cette grammaire, est générée grace a des
régles Prolog. Cette phrase est une liste Macsyma
contenant dans un certain ordre, les données du
probleme et les algorithmes de résolution.

Un compilateur écrit en Macsyma, traduit cette
phrase en un programme Foriran. Le choix
d’environnement de compilation (Macsyma), per-
met de faire du prétraitement de fagon puis-
sante (calcul de gradient, inversion formelle de pe-
tits systemes linéaires, simplification de formules...)
Dans un premier temps, il génére une liste Mac-
syma décrivant le programme Fortran au niveau
Macsyma, puis traduit cette liste en Fortran. Cette
liste Macsyma est une phrase d’un certain langunage
appelé Macrofort implémenté comme une interface
entre Macsyma et Fortran et qui permet une pro-
grammation structurée.

!
Faits Prolog
|

IAppel a un générateurl
! Générateur (Macsyma)

Editeur (Lisp)

Controleur (Prolog)

[Programme Macrofort l

Evaluation

I Programme Fortran I

6 Macrofort

Macrofort consiste en un ensemble de facilités ra-
jouté & Macsyma pour générer du code Fortran.
Macrofort permet de cumuler la puissance de ma-
nipulation algébrique de Macsyma et la puissance
numérique donnée par un compilateur Foriran.

En effet Macsyma est capable de faire du calcul
numérique mais de fagon beaucoup moins efficace
gqu’un programme traditionnel Fortran ou C.
Macrofort posséde 3 types d’instructions {16]:

— les instructions élémentaires qui sont des
fonctions Macsyma dont le rdle est d’imprimer
une instruction Fortran paramétrée.

— les macro instruetions qui sont des fonctions
Macsyma dont le role est de générer plusieurs
instructions élémentaires de fagon & augmenter
la puissance d’expression de Macrofort.

— les instructions de gestion de piles
spécialisées qui permettent de mettre a jour
des piles et de construire des programmes.en
ajoutant ou retranchant des instructions.

On écrit un programme Macrofort dont le but est
de construire une liste d’instructions élémentaires
en s’aidant éventuellement des macro instructions
et des instructions de manipulation de piles.

Un traducteur appelé aplat traduit cette liste
d’instructions élémentaires en un programme For-
tran et met le résultat dans un fichier.

Exemple d’utilisation:

L’exemple suivant montre un générateur de pro-
grammes Fortran qui résout par la méthode du
gradient un probléme d’optimisation. On donne un
générateur, qui s’appelle gradient-const-step, qui a
pour arguments la fonction & optimiser fet la liste
des variables vs. En sortie nous obtenons le pro-
gramme d’optimisation correspondant.

Le générateur écrit en Macsyma :

gradient-const-step(f,vs):=block(
[d:length(vs),v],contexte(),

for i:1 thru d do ( vivsli],
initm([equalf,v,0]),
proglm([equalf,concat(v,n),v-ro*diff(f,v)]),
prog2m([equalf,v,concat(v,n)]) ),

aplat(
subroutinem(gradient,[ro,eps],
untilm(e<eps,[equalf,e, 100],
[progl,
[equalf,e,sum(
(concat(vs[i],n)-vs[i)A 2,1,1,d)],
prog2,
[writem,8,vs,[concat(d,f12\.5)]]]

D)3

On voit que cette fonction se divise en deux parties:

— le prétraitement algébrique
* initialisation des variables x et y (initm)
* définition de xn et yn (proglm)
* définition de x et y (prog2m)
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— la construction du programme
* construction du sous-programme

* génération de code (appel du traducteur
aplat)

L’appel du générateur se fait par
gradient-const-step (x*x + y*y,[x,¥]).

Le programme Fortran généré mis dans un
fichier est alors
SUBROUTINE gradient(ro,eps,ierr,maxuntil0)
x=0
y=0
ierr=0
c-until e < eps faire liste-until
c-initialisation
nuntil0=0
e=100
c-debut-d’iteration-d’until
1000 CONTINUE
nuntil0=nuntil0+1
c-debut-liste-until
xn=x-2%ro*x
yn=y-2%ro*y
e={xn-x)**2+(yn-y)**2
X=xn
y=yn
WRITE(8,1003) x,y

des formules nécessaires.

Un module écrit en Prolog gere alors cet ensem-
ble de formats et de fonctions Mecsyma et écrit un
programme MACROTEX dont I’évaluation conduit &
I’écriture du rapport [8].

Donnons un exemple. Le paragraphe :

“Le coiit optimal V satisfait I’équation

. v av
~V(z1,29) + Iin (ulé;—l—+ug-8—$;+ug)

PV BV OV a g
8z2 ' bzi oz

est obtenu par 'évaluation de:

+

[[formatt, “le cofit optimal ~ N satisfait
’équation”, V],

[tex, -V(x1,x2)+min[ul,u2](ul*diff(V,x1)
Fu2*iff(V,x2**2)+ diff(V,x1,2)+ diff(V,x2,2)
-x1*diff(V,x1)+x1**2=0]]

Cette liste a été construite au moyen du programme
Prolog suivant ol formattet tex sont des instructions
du langage MACROTEX . formatt est analogue & la
fonction Lisp format et tex traduit en syntaxe IATEX
une expression Macsyma.

Les avancées en programmation

7 Génération de rapport

Elle se fait de fagon analogue 4 la génération de pro-
gramumes.

Le module de génération de rapports “collecte” les
résultats des autres modules et génére un rapport
en syntaxe IATRX utilisant pour cela le langage
MACROTEX permettant de générer facilement du
IATEX & partir de Macsyma.

On dispose d’un ensemble de phrases variables —
stockées sous forme de faits Prolog — et de fonc-
tions Macsyma capables de faire les manipulations

c-fin-liste-until (— (valx x)) identité
c-tests-de-sortie-d until (« (satisfait “le coit optimal
IF (e.LT.eps)GOTO 1002 ~ N satisfait : ")) format
IF (nuntil0o.GT.maxuntilo) GOTO 1001 (— (équation I) conclusion
c-reiterer-until (etat x)
GOTO 1000 {controle u)
c-sortie-d’until-depassement-du-max-d’iter (actualisation d) )
1001 CONTINUE (derive b données
WRITE (9,1004) gg;ﬁ':sé‘)m a)
1 05621'1‘5 (;NTINUE (horizon linfini)
. . (cout optimal v)
c-fin-d’until (satisfait q) recherche
1003 FORMAT( 2 f12.5) du format
1004 FORMAT( * maxuntil0’) (val eq { B3b(4,v,b,3,¢,0,x)}) appel
END Macsyma
(val 1 { [[formatt,q,v],[tex,eq]]})) | construction
paragraphe

ot hjb est une fonction Macsyma définie par:
hjb(d,v,b,a,c,u,x) :=-d*apply (v,x) +
min[u](c+sum(b[i]*diff(v,x[i])+
afi*diff(v,x[i],2),i,1,length(b)))) = 0

8 MyCROTEX

MACROTEX peut &tre vu comme une extension de
Tex connaissant de ’algébre comme Macsyma, ou



BIGRE 70 — Septembre 1990

117

bien comme un ensemble de facilités ajouté & Mac-
syma pour éditer des expressions mathématiques.
On obtient ainsi un outil trés puissant mariant la
qualité d’édition de Tex et la puissance de manipu-
lation algébrique de Macsyma [17,18,19].

Un utilisateur peut ainsi faire du calcul algébrique
dans Macsyma et générer du code INTEX sans avoir
a connaitre la syntaxe MTpX . Nous avons donc
écrit un générateur de code INIRX en Common Lisp
que nous avons appelé MACROTEX . Ce programme
tourne sur Machine Symbolics Lisp, release-7 en
Common Lisp et sur Sun en Franz Lisp.
MACROTEX comprend un ensemble d’instructions
pour la traduction d’expressions mathématiques
Macsyma en syntaxe ISNTEX (en particulier une in-
struction permettant de découper les grosses for-
mules automatiquement). De plus; des facilités sont
rajoutées pour générer un document KTpX an
niveau Macsyma.

9 Exemple d’utilisation de
MaCROTEX
L’exemple suivant montre [utilisation de

MACROTEX pour générer un texte.
On définit la fonction Macsyma :

control(ni,v,df,dr) :=block(

[DECOUPEM, A.v = factorise(df,dr,ni,v)],
[FORMATT, "La matrice est:"K",
matrice(df,dr,n1,v)]111))$

Cette fonction utilise le programme Macsyma suivant:

/* liste des variables d’etat %/
xx:makelist{\x[il,i,1,n1)$

/* discretisation des derivees */
di(i,v):=(s[i].v-S[i] " (-1).v)/{(2x\k[i])$
d2(i,v):=(s[i] " (-1).v+tae[i].v-2*v) /\R[i1"2%

/* calcul de 1’hamiltonien discret =/
discret{a,b,n,v):= expand(sum{alil+*d2(i,v)+
blil*d1(i,v),i,1,n))8

/*calcul de 1\’equation */
factorise(a,b,n,v) := apply("+", map(lambda(
[x],coeff(discret(a,b,n,v),x).x),
append([v],makelist(s[il.v,i,1,n),
makelist(s[il""(-1).v,i,1, )0 $

/*calcul des lignes de la matrice */
lign(1,i,81,82,n,v) ;=
[xx, subst{xx[il+s1,xx[i],xx),
rateimp{coeff(l,s2)/-coeff(1,v))1$

/*calcul de la matrice*/
matrice(a,b,n,v):= apply(matrix, append(

makeliat(lign(discret{a,b,n,v),
i,\nlil,s[il.v,n,v),i,1,n),
makelist(lign(discret{a,b,n,v),
i,-\h[i],s[i]""(-1).v,n,v),i,1,n)))$

L’appel de la fonction control(2,v,[1,1],[u[1},u[2]]) géntre
le texte IATEX ci-dessous.

AV = FE54+FE4+ E3+ E2+ F1
ko
B2 = (h;’ _ 0.5ua )s;lv
ha
E3 = (=2h7% - 2077V
B4 = (0‘5“1 + h;z)SlV
hy
E5 = (h;2 _ 0bm )s;lv
hy

La matrice est:

(h1u1 + 2)h3

[SL‘1,:C2] [Il + k1, z2] (4h% +4hf)

(A3h2ua + 243)

[1'1, $2] [1:1, z2 + hz] (4’1% T 4h%)

_ (h1 uy — 2):'1,%

{111, 132] [351 - h1,$2] m

(h3h2uz — 2h})
T T (4R2 + 4R3)

\ [£1,22] [21, 72 — ko)

10 Exemple d’utilisation de
Pandore

Nous donnons dans 'annexe A le rapport généré
pour la résolution d’un probleme de gestion de
portefeuille. Le titre du rapport est soit précisé
par lutilisateur, soit généré sous la forme d’un
titre général par Pandore. Le rapport comprend un
résumé du probleme, le modéle et les notations, la
méthode de résolution, les résultats numeériques sous
forme de graphes, les références et les programmes
Fortran en annexe.

Pour générer ce rapport il aura fallu lancer la
commmande generer le rapport aprés avoir résolu

‘numériquement le probléme.

11 Conclusion

La puissance de Pandore vient de U'intégration de
Lisp, Macsyma, Prolog utilisés comme un ensemble
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de fonctions au méme niveau de programmation.
Pandore offre & la fois des traitements spécifiques
pour les problemes de contrdle et des outils généraux
comme Macrofort et MACROTEX .

Des utilisations de Pandore dans divers domaines
ont ¢té faites : optimisation de la trajectoire de
rentrée de la navette Hermes dans I’atmosphére
(modéle plan simplifi€), gestion de barrages hydro-
électriques pour E.D.F, gestion de portefeuilles...
De plus, Pendore est interfacé avec un systéme de
C.A.O. pour automaticiens : BASILE [20]. C’est
un systéme interactif spécialisé au caleul numérique
pour 'Automatique classique. Il comprend un in-
terprete du langage Basile gérant une bibliothéque
scientifique. Pandore peut utiliser la bibliothéque de
Basile et générer du code Fortran pour Basile.

Un travail analogue pour ’étude automatique de
problemes de traitement du signal et de filtrage non
linéaire est mené & I’Université de Maryland, Elec-
trical Engineering Department par G. Blankenship
et al. [9,10].
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Gestion de portefeuille avec cotits de transaction

Pandore

INRIA Domaine de Voluceau BP 105 Rocquencourt 78153 Le Chesnay France

Résumé

On considére un probléeme de gestion de porte-
feuille avec coiits de transaction. Il s’agit de mi-
nimiser I'espérance mathématique d’un critéere ae-
tualisé cormnprenant un cofit intégral et des colits
de réflexion. Le coiit optimal satisfait une équation
de Bellman obtenue par la méthode de la pro-
grammation dynamique. Cette équation est résolue
numériquement.

1 Notations

— Variables d’état : X1, X2
X1 :le compte a intérét fixe
X2 :le compte en actions

— Variables de commande : U1,U2,U3
U1 :la consommation
U2 :le montant d’actions achetées
73 : le montant d’actions vendues

— Coiit optimal : V
V : Popposé du maximum de la fonction utilité
— Temps : ¢
— Dimension de ’état : n
— I-éme variable d’état : z;

— Opérateur dérivée par rapport a z; : 9;

2 Equation d’évolution du
systeme:

On considére le processus de diffusion controlé défini

par I’équation différentielle stochastique:

Evolution du compte a intérét fixe

dX1y = dZ] —dZ] +(0.2X1 4 0.8U3 - U2 — U1)dt+0.45dW;
(1)

Evolution du compte en actions

dX2; = dzg' - dzgt +X2dW, +(X2-U3+U2)dt (2)
ou

- X1 €[0,1]

- X2 €{0,1]

—- U1l € [0.10,1]
- U2 €0,1]
- U3 €0,1]

Z], représente un processus croissant, strictement
croissant lorsque z;, est sur la frontiere 2; = j .

— X1, est réfléchie sur la frontiere X1 =0 .

— X2, est réfléchie sur la frontiére X2 =0 .

It
—

— X1, est réfléchie sur la frontiére X1

— X2, est réfléchie sur la frontiére X2 =1 .

W, désigne un processus de Wiener, i.e. un proces-
¢ . . . . . * ’
sus continu gaussien i accroissements indépendants.

Ce processus de diffusion est bien défini [8] . Il est
la limite lorsque le pas en ternps h tends vers 0 d’'un

processus discret markovien X vérifiant:

02X1+40.9U3~U2-U1
+o(h)

E(Xt -X}F)="h
X2 -U3+U2

0.1 0
E((Xx}k, —-xg)mlyn) = 2h ( o osxs® ) + o(h)

et une condition d’uniforme intégrabilité de
I'accroissement X% | — X2 .

F, représente la o-algébre générée par Xg, X; ...
Xn .

Les avancées en programmation
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3 Critere a optimiser

Il s’agit de minimiser la fonctionnelle:

J(S) = e1+es+es+es+es
“+o0
€3 = j e 03t dZ%t
0
40
es = —2/ e dz2,
0
+oo
eqg = / Rt VA
0
+oo
es = —1.45/ e "3 gz),
0
+00
ey = / 6_0‘3"‘(—-2.50’10‘4% dt
o

dans la classe des feedbacks, i.e. des applications S:
[X1,X2) v [U1,U2,U3)] .

4 Conditions d’optimalité

On définit la fonction de Bellman V' par:
Viw,pa) =min (E[J(S)| X1o = 11, X20 = 121])

V  satisfait ’équation de la Programmation Dy-
narique [2,1].

min  (A(U1,U2,U3)V +C(U1)) — 03V =0

Uiu2Us
(3)
8V (0,X2) = —1.45
8,V (X1,0) = —2
8, V(1,X2) = -1
8V(X1,1) = —1
avec

AUL U2, U3V est+es+ertes

€6 = 0.5X2%02V
e7 = 0187V
es = HV(X2-U3+U2)

€9

C(U1) = -2501%% - (4)

AV (0.2X1+09U3 -U2-Ul)

5 Etude de l’existence d’une
solution de I’équation de Bell-
man

D’apres P.L.Lions [5] , on sait qu'’il existe une solu-
tion de 1'équation de Bellman; la démonstration est
basée sur le Principe du Maximum.

Les méthodes de discrétisation exposées plus bas
sont elles aussi basées sur le Principe du Maximum
et son interprétation probabiliste.

6 Meéthode de la programma-
tion dynamique

On se propose de résoudre I’équation de Bellman (3)
aprés discrétisation. Ceci est possible car la dimen-
sion de I’état du systéme est petite.[6,7,3,4]

6.1 Discrétisation

On note h; le pas de discrétisation pour la i-éme
coordonnée d’espace.

On définit les opérateurs:

Si o Vizy,..,%,...,20)
hiy...,zn) i=1,...,n

— V{zy,...,® +

gt = iz 1)
0.5(8; — ;%)
h L4 3
o = T
(S71+S:—2)
A= 2 v

On approxime alors:

32V par AV

AV par 8PV

3V par 82V

L’équation de Bellman discrétisée s’écrit:

min _(C(U1) 4+ AM(U1,U2,U3)V*)-0.30V* =0
ULU2,U3

avec
AMU1,U2,U3)V

€13+ e12 + e11 + €10

e10 = MV(X2-U3+U2)

€11 = 0.5A2V (X2 +0.4)°

€12 = V(0.2X1+09U3 -U2-U1)
€13 = 0.1A%V
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6.2 Interprétation probabiliste de
I’équation de Bellman discrétisée:

La discrétisation de I’équation de Bellman:

i (A(ULU2,U3)V + C(UL,U2,U3))=AV =0

s'interpréte comme un probléme de contréle de
chaine de Markov avec taux d’actualisation Ak et
cotit instantané kC. Le colit correspondant est

i k(A + 1) C(X, Un)

n=0
et la matrice de Markov M s’écrit:
M=kA+1

ol I désigne la matrice identité, A le taux
d’actualisation et & I'inverse du maximum de la dia-
gonale de A.

M est définie par:

Pt — init P11 — final Probabilitd — transition \
[x1, x2] [x1, x2] 0
u,z(x1+nl")+o.eua-uz-—01
{X1,X2] (X1+hy,X2) 5 n
2hihy X2% 4 0.4k
x22 4 (X3 - US+ U2
[X1,X3]  [X1, X3 +hg) +< F U
2x23 4 0.4 383
1 2
—o.a(x;+h;’) -0.0US + U2 4 UL
[X1,X2] [X1—hy, X3)
2hy A2 x22 4 04071
12 s |
2
x2? - (X2 -UB+UDA
X1, xX2] {X1, X2 - h3] ( + U2
2X329 4 0.4 %h2
1 "3
lo, X2] Io, X3] o
0.512
[0, X 2] [h1, X2} e Py
n72x32 +o.53
1, X2} It, X3 o
0.5a2
[1, X=2] [1 = h,y,Xx2]
=9 xa2 2
ihl xa +u.5hzi
[X1,0} [x1,0] Q
L
[x1,0] [X1, Aal — R
' e 1.2583 4 12
2*+™M
{x1,1] [x1,1] 0

\ [x1,1]

Sous les conditions suivantes:

[X1,1=hg]

hy < min 0.2
'=v1uz0sx1 \[0.2X1 40903~ U2 —U1]

. (X2 + 0.40)°
< A St e
P2 S Bus (|X2 — U3 + U2

les coefficients de la matrice sont positifs et leur
somme en ligne vaut 1. La matrice M s’interpréte

2
49?&1 )
2 2
Shg + 49h1

Les avancées en programmation

bien comme une matrice de transition d’une chaine

de Markov.

Le coiit optimal vérifie 'équation:

(E+1)VP = min_ (M(UL,U2,U3V* + kG(U1,U2,U3))
U1,U2,U3

que l'on résout par l'itération contractante:

mings,u2,0s (M(UL, U2, U3V} + kC(U1,U2,U3))
Mk +1)

Vi, =

6.3 Optimisation de 'Hamiltonien

Il sagit de minimiser la partie H* de H"

dépendant du contréle :
HP = 5B VU3-0.98EVU3- 88 VU 2+ VU2+8} VU1 +2.5U12/°
On minimise H* en U = [U1,U2,U3] par une

méthode de gradient projeté.

dHM(U
Upy1 = P[u.1,1]®[0.1]®[0,1](U” - dU(’ n))
n

soit
Ulnps = Pro.sog(pr (V1%° + 02V ) +U10)

U2nt1 = Ppoap(p2 (81 V — 83V) + U2,)
U3n41 = Ppoaj(ps(1085V — 981 V) + U3y)
Cet algorithme converge dés que le pas p vérifie:
0< p<2kK™?

avec
ElV]? < DEHM(V)V < K|V

6.4 Résultats numériques

On fait un test numérique en prenant:

nombre de points de discrétisation : [13,15]
précision pour la résolution implicite: 6.45 10~2
pas pour la résolution implicite: 3.31 1073

nombre maximal d’itérations pour la résolution im-
plicite: 4640

nombre maximal d’itérations pour 'optimisation de
Phamiltonien: 36

tests de convergence: précision 0.10

Les courbes suivantes représentent la fonction opti-
male d’utilité et les controles optimaux.
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Figure 7 : Courbes de niveaux du controle optimal U2

Figure 5 : contréle optimal U2
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Figure 8 : Courbes de niveaux du controle optimal U3

Figure 6 : contrdle optimal U3



