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Introduction

Nous nous intéressons ici au probléme de commande de pro—
cessus de diffusions avec sauts,dans le cas oll le terme de diffusion
peut s'annuler(probléeme dégénéré) . L'intérdt d'une telle étude est
de rassembler dans un formalisme unique la commande déterministe
la commande des processus de diffusion,la commande des processus
ponctuels et toutes les combinaisons possibles de ces problemes.
Te domaine d'application est vaste,pour en citer quelques uns:
probléme de gestion de stock de maintenance,de files d'attente
de systeme de production,d'investissements etc.....bn fait des
qu'on étudie un systeéme ayant plusieurs variables dtétut il est
rare que toutes les équations soient "oruitées" et donc en général
dans les problémes pratiques on a aresoudre des prob;émes dégénéres.
Tes perturbations pouvant &tre continues et ou discontinues wn
cadre raisonnable nous semble &tre la commande des diffusions avec
sauts éventuellement dégénérées.

Ce domaine nous semble avoir été rarement abordé dans la
1ittérature.Par contre la commande de diffusion avec sauts dans
le cas non dégénére a eté étudié dans Blsmut[4§\5) Lepeltier
Marehalé?b},Bensoussan Lions?ﬁé;KushneréﬁSE Les problemes
de commande de diffusion dans le cas dégénéré sont étudids dans

,P.L.TLions Menaldi

Fleming Rishelé}i@,Krilov ,oentis
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Tes points de vue adoptes dans BismutEAE et Lepeltier Marchal
§gg§ne semblent pas pouvoir s.'étendre au cas dégénéré,car dans
ces méthodes il est crucial d'avoir une mesure de référence fixe,
ce qui est exclus dans le cas dégenénézné.la méthode basée sur
1'étude des dquations de Hamilton Jacobi Benscussan Lions [1]
Fleming RishelijiESentis{QﬁiP.L.Lions Menaldil*4|bien que donnant
des resultats plus précis lorsqu'elle s'applique ne semole pas
pouvoir actuellement le degré de généraliteé (souvent nécéssaire
en pratique ) de la méthode probabiliste donnée ci dessous.

Nous étendons ici aw cas des diffusions avec sauts
le point de vue adopté dans Quadrat[aﬂgziéqui est basé sur les
deux points suivants:

-la formulation faible des processus de diffusion avec

sauts (probléme de martingale) STrookTZSELepeltier MarchaliZé}

-1
~les techniques utilisées en commande déterministe décrivant
le systéme commandé en terme de multiapplication Youngiﬁ%} ’
Castaing[10) ,Valadier [52) Ekeland 05),Sentis[27} etc....
On est donc conduit a étudier le probléme de martingale
pour les multiapplications s.c.s. a valeur convexe.Cette multiappli-
cation déecrit en fonction de l'instant t et du point ou 1l'on est
1'ensemble admissible de commandes ici un convexe auduel doit

appartenir le vecteur composé du terme de dérive de diffusion et

la loi des sauts-(mesure).




On donne dans la premiere partie un théoreme d'existence d!'
cune solution au proovleme de martingale pour des multiapplications
convexes s.c.s gZréce a une bechnique de discrétisation en temps du
processus "Invariaace principle"

On montre ensuite que 1l'ensemble des solutions d'uan tel pro-
bleme forme un ensemble convexe compact.L'existence d'une solution
au probleme de commande stochastique en déecoule immédiatement.

On caractérise ensuite les mesures optimales comme des
limites de mesure construites en resolvant des problemes de com-
mande de chaine de Markov,en temps discret 3état continu dans une
premicre:étape ,puis atemps et a état discrets.Ceci nous permet
de formuler un programme convexe dont la solution donnz une a@proximamk
tion de la mesure optimale.

Bien que les techniques diffeérent parfois ,le point de
vue est proche dq delui de KuShner[lQ},1a%différence egssentielle
étant ici l'utilisation de 1l'opproche probléme de martingale

pour les multiapplications s. @.8. (et aubteur approxime en effet
le probleme initial par un probléme de commande de chaine de lMarkov
et donne des resultats de convergence du type :on obtient un
feedback meilleur que tout feedback lipschitzien.Dans Quadrat £25§
il est donné un contre exemple montrant que ce type de résultat
bien que trés intéressant en pratique est insuffisant.dans le cas

dégénéré.




Nous renvoyons pour 1l'étude des processus de diffusiocn
avec sauts & Skorohod§29§,Gihman Skorohod | E,Strook{?SE,Lepeltier
Marcha1[2239Jacod Mémin @6§,Jaood Yor{j?}et BrémaudiS?pour les
processus ponctuels.

Citons enfin une application & un probléme de gestion de
moyens de production de la Nouvelle Calédonie Colleter Delebecqyue
Falgarone Quadrat{lf}

Nous suivrons le plan suivant:

T)Le probléme de martingale définition et théordéme constructis 4!
existence

1.1)Définition du probléme de martingale

1.2)Une famille de probabilité de transition

1.3)Une famille de probabilité sur (7.

1.4)Théoreme d'existence du probléme de martingale

1.5)Existence d'une solution faibls de 1'squation de

Fokker Planck
2)Juelques propriétés des solutions du probléme de martingale
%)Commande optimal du problime demartingale

3.1)Position du probléeme

3.2)Commande de processus arrédté

3.3)Caractérisation de la solation optimale , discrétisation
en temps

3.4)Caractérisation de la solstion optimale discrétisation

en temps et en espace

3,.5)3ur la résolution numérique du probleme



1)Te probléme de martingale définition et théoréme constructif

d'existence

1.71)Définition du probleme de martingale

Soient

Eq un compact de R™ M =sup [b]
- bel

J
U=xr"
Es un compact du cone convexe des matrices symétrigques non négatives

[

o f y
(ensemble convexe Termé de R@fémﬁl)),M2§bup; i
2¢By

EgFU%ERm) le cone des mesures positives bornées sur RY de borne I
muni de la topologie de 1la convergence étroite des mesures ,
verifiant Jﬁﬁ 29(du)5§M5 (cette lernidre condition entraine gue B
est un compact de mesure}j
JQTD(gb,f% BR™) 1'espace des fonctions c.a.d.l.a.g (continues ddroite
limitues agauche ) muni de la ‘topolegie de Skorohod modifié en
faisant un espace complet (cf.Billingsley [3] ch.3 ),

Xg(w) =wy le processus canonigque Surél;

Fi=V(Xg 84t ) la plus petite twibu rendant les applications

coordonnées jusqu'a l'instant + mesurablesy

Fp=F la tribu des boréliens sur JL;

—

} 4. ’ . . iy -
{gla tribu des prévisioles sur.Q%Q,Tg;
— 1 2 T 1 "?‘: i -1 - N\ rd . rd -
é-eb’ (10, T xR™;R) 1'espace des fonctions & dérivées une fois en %
. . , i} ) (
deux fois en x4 R° ,continues bornées;

la multiapplication:

. T miwpin , N
C: 0, XR" ==~ E=EqyFEoxE3 s.c.s & valeur convexe compact




o:({O,T¥x§,§; ————— » B processus prévisible & valeur dans C
S, (b(s,n),als,w), (s,w;dun))

(c.a.d c(s,n) 2 0{(s,Xgw) );

on définit 1' application

6& 0,0 x 80 ey R
¥,8 o, L-%(S )

avec
£

B

Lo Y (8,w)=Dg"(s, XS(W))h/ bl(s Dy ¥ (s, Xg(w) )+ ¢ @imaij(s,w)

y

/E:%
(1

3&

H
i

( 4
Lo

KIXE(S Xg (W) +( 1P(s, Xg@)+u) - P(s, Xg@)) YUY (5,05 du)
JS

On notera également:

Lo'{(8)=Tic {(s,w)
1.1)Définition

Une mesure de probabilité P sur CQ,Ft,F) ‘sera appelée

solution du problime de martingale pour le doublet (X,Q) s'il

existe c(s,wW)  prévisible vérifiant

i) C(Sﬁ@)&@(S,X@~(@U)

=

11)Y(t Xt@ﬁ» g?(o X)—j ch(s)ds est 11e{P L}martlngdle par-

tant de 0.

A
On désigne par “J(K,C) 1l'ensemble des mesures de probabilités

sur.gi,solution du probléme de martingale (x,C) x£K,K compact de RO,

Nous allons maintenant construire une solution au probleme
de martingals.Pour cela nous définissons une suite de mesure conver-
geant étroitement vers une solution du probleme de martingale

Cette suite de mesure est constriute grice a une discrétisation




en temps du probleme de martingale.

1.2) Une famille de probabilité de transition
On se donne n &¢N,on note h=T/n .

¥ o ;
Totons [ Cf P 1wl tiapplication de [0, Tham mmm )
ISR ’?=»t&ﬁ+(3m): T-T, +T2 T30, T
f (e

(1.1) ()(y-x)ﬁi(dy),,} (y-x) ?%(dy)y }'{‘;_(du) ) &C(s,x)h
(1.2 %3%&&@Tg(dyxg§ﬁ$;avea Hgiz’image; de Ty, par la translation

y i i

de -x

Afin de simplifier les notations nous écrirons lorsqu'il n!

vy a pas d'ambiguibé-“n’g poarﬁﬂqg’g’x’ﬁ

Lemnme 1

TT'“@C:[o,ﬂme ~-“m””zﬂ%}(3m) est & valeur relativement compactes

démonstration

r8ce au critere de Prokorov 1l suffit de mortrer gue

Yeyo qd : Ti( y:éwﬂﬁ}d)gi.%%ﬂn’c(slx)

or
(s ly-dp)= T(r: y-xhdd+ Ty [y-x)z4d )
L'inégalité de Tchebycheff et la définition de M,Moet Mz (f,.1)
donne:

MGy = ly-aX i
d&

T (ys ly-xhyay =T Gz dyd) ¢

iﬂ#

d'ou 1= résultat.



lemme 1.2

Soienti:=f 1'espace des fonctions continues sur R miaie de
1a topologie de la convergeace mniforme sur toub compact;-une
satte {£,]  convergeant vers £; we suite{TatM}} convergeant
gtroitement vers T verifiant

J]f l 71“ éd <+ oo ;

alors

ﬁf! Prgd
et la suite {Jfﬁfﬂ\& converge vers jfw ‘

démonstration
a) Montrons ﬁf] Brda

jsup( gf‘%pﬁk) =supi(, gfgpﬁ‘k):sup lim J(%fg PM{F{
k K L n a

{
I . Tne 1 P :
:.s%ig 1%m_e{}ﬁ(‘gfﬂ§ ;\k)ﬁn-l-j {fﬂkﬁ- [£] Bpic )}’{ﬂ}

On aura donc lerésultat des que 1'on aura montré que

Lim || \£,] Prie- 2] Phe T <

[
e

Or Aﬁi)o 31).1{1 compact de Rm3 XK(s) : ”}’(’,‘,,i(_GKV_);gi Mn

( \ R o= § N /
}( !fnﬁpfk_—. £l Pf\k)'i“rlg@s@% If —~ g;z?p{ P +kg d'ou leresultat
xe ‘

en faisant tendre % vers o.

n"

{
b.) mo. ltrom_s 11m Jﬂ_a‘n’a = ?{”

(
!

{ ( . p ,
}fﬂwﬂ Jw e Jon e Jeagsoen + a0 (22T

L S——

5.

avec -V (£Ak)
fii:(-k)vcfnf\k)

%J(fn—fi)ﬁnk)/‘ Z—Ifnj Wl’lg%*{p«-i j}fn}p Tn é 24
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Le méme raisonnement montre gue

} T
L (F-F9)T L 24
| f( ) \‘\%Wl

D'autre part
lim (fk/'ﬁn T) =o
P

%?h? étant étroitement relativementcompact
ﬁzzo k(¢ ) compact de R® “ﬁ?GK)g:
k -
n”

g(fk—fk)}'i‘l 4;{ ek e +§ £
T/L

Eﬁn

< bup§ ~~fl(x)+ ke
16K

On en déduit
Yk, ¥ey0 0E,K) Yo | | (22 (fﬁi" 4% 1 +E,

d'ou le résultat.

Lemme 1.%
m@
Soit T™ une suite de mesure sur RE convergeant étroitement

a4
vers R « X, Une sulbe eONvery bdlt VQPS xmypartenant a Rm T la

translation de x alors:

NS la
_?Xnnn converge ¢troitement vers T et on a T, =1
d émonstration

Tf'utilisation du criters is Prokorov mentre 1'étroite relative
compacité de T, T, ,il reste & identifier la limite.
Soit % une fonction continue bornée on a
) ( &
L'utilisation du lemme 1.2 montre que

g T~ (o ~
m ff(y—Xn)?En(dy)=§f(y—x)§(dy), %Lfoontinue bornde done

JW(Y?W(dy)=JY(y~Xfﬁ(dy) donc T&Té%[ Ceq.T.d -




AA

Proposition 1.1

Lo multiapplication 8" P qerinie en 1.2.1 est s.Cus

ips pleﬂf}Z

d émons tration

Montrons qu'elle est de graphe fermé et donc grice au
lemme 1.1 & valeur compacte et de graphe fermé et done s.c.s

Soit (sk,xp, ) une suite de *iuqu}fﬁﬁg(ﬁm) telle que

- (81 k),convergeant vers (s,x,J) ,montrons que‘xéﬁnic(s,x)

i'\xﬂ

Puisque }zk ﬁ'ﬁn’ C( Sier Xk ) 3 '5{1{ 21 '}I%; WK=X%+¥§'

[ [ )

. 1 B2 4

% —T § ] % o *'gg~ 1 il X X h
:}i(y Jkk) i«k’ j(;)‘ X{} i'k, 4 k) é‘c(s}_{’ k)

f B .
Jlr-=] T(ay)gpn
Puisque Tg—---3T la suite%?%?est étroitement relativement

compacte et donc les suites- ?1 et{fg% le sont également,et done

i

il existe deux sous sultesﬁﬂgﬁ‘ et {K?% telles que ¢

}{ff_' _u.w,wuggj{‘}
K'-%eo
ﬁ?.-«wmwgﬁﬁ‘mys§24 2x grféce au lemme 71.3.
gy — 5

Digutre part grfce au lemme 1.2

j(y-xk,)](;i, —_—— ((y—X)Kl
(y-xp0) 27t ——eem ,§<V —x) 8251
(1.3) jb‘Xf%?g'fh% des que (52

La multispplication C étant s.c.s

1 ’
(1.4) (;(Y"X)Kj“,j(y-x)mzﬁﬂ“, 12X ecs,x) n

vl 2 x
D'autre part T (resp. rk’)étant positives E«}o (resp. 2}0)
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enfin

( [
T =1 = ET\1‘+,L‘2 =1
et done

7f=ﬂf4ﬁg"appartieﬁt é\ﬁn’c(s,x) c.q.f.d.

1.% Une famille de probabilitd sur ()

4 partir de la famille de probabilité de transition définie
aw paragraphe 1.2 nous construisons une famille de probabilité
dont on montrera dans les paragraphes suivent qu'elle converge
vers une solution du probleme de martingale.

Etant douné une section bor qﬂeiéylc 4

T no ee,ﬁg % qui
iste d ‘ rn,C . . . . a N
existe des que §§ ne prend jamais la valeur vide grice a la

section 87T ch.3% T1o] ,construisons la mesure notée P%’y

_— =

définie sur (R™*% (L) par:

B (dyy dyqeensd 8, (ayo)T (A4,)
T,y o 4T Vp-12=05(dyo) h,f%i"°‘ (n 2)0, ¥, 2(dyﬂ 1)

considérons maintenant la varisble aléatoire
M XY I 0y
(BM,®) ——-23 JL,7)
T(J0ry 19 eve~Tn-1){t)= | i Pour te @h,(i+1)h€ 120, 600 as,n=1
In-1 pour t=T
On désignera par P%ﬁy la mesure image de §%3y var T.
Notons alors
0

{ - 2 of
j( K, C,0,0%,(5) =’é]2fl y: T section borelienne de i%q’c’i’ ’&; yeK}

On ecrira souvent
j(n,K,G) pour S(n,K,C,S,%,ﬁQ

De méme on noters:

"’“}

@
§ (W,K, C)-{g&f}{n,K,c)
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Proposition 1.2

(QN K,C) est étroitement relativement Pomoact

demoas*“atlon

On utilise le critere de relative étroite compacité th 15.3

o4

P.Billingsley 3]
(v

(N,K,C) est étroitement relativement compacte si

(1.5) l*‘J‘fpo J Pfgﬁ: S“%P[X;t\}%}éz %P'ég%M,K,C)

v £,20 dE o0c&LT

- Q... .
(1.6) P{fv: §u% fz% Xl 2 Q}é?a VP&ékM}K,C)
(1.7) P{w:  sup|Xe-Kel }<e vedJur,x, ¢
- s {t{T

(1.8) P4w: sup min ( |X4-X- - ) r. 1
) PR o<t1<£<t2<1‘ =Xy e th)?v?;%ii Ve, ¢)

To-t1<5%

Remarquons gue
v i-1
=Xy =X S v . - A < S - T

martingale

démongtration de 1.5

N B 2
T Ak
J_hgﬂ +i %| 2

b

or

=

3 -
sapg%: )((Sf—% 1) T, Xj,l(dj)i < szﬁ E( s%p%j(y Xyn)Te n?th(dy)gz

KD ’5 4 (0 rJh<T
Sz 1 S M= A 21 - ( | = \ X .. L . A 2
$%4zn2(E egp 1% Xa_h)?*%ﬂ’xjh\dy)i +B o?p%j(y XJ‘Q)T(Jh,th(d;)i

g2 ((Mph) 24+(M5h)2) ( kT2
D'autre part Y., étant une martingale on a:

N g [ 1:\ - .
E idpéYih§§;K5 o AT]OU.AT désigne le processus croiss:nt de Yin
A&t



¢

o Al E izl

et donc grice al'indg.lité de Tchebycheff (1.5) en découle
démonstration de 1.6:

I1 suffit de montrer que

sup b sun] .ﬁ~ﬁ€ -==% 0
(T, %, ©) 850
ih(d

Or gréice = un ralsonnement analogue & celui de la démonstra-

tion précédente on montre Jque

sup. E suplXjp —x§241£ A
PP ihes 8

d'olt le résultadt

Tasdénonstration de 1.7 est analogue a celle de 1.6

Démonstration de 1.8

I1 suffit de démontrer d'aprés la démonstration du th.15.6

de P.Billingsley 3] Jkg:
(¢

(s, 52) =E{|% (1)~ ~XC) |2 R -6 Fic o 5% PeJ(N,E,C)

Or considérons

S e g e e

oﬁ.{@§%désigne la partie entisre de cl&€ R

5
{Xf"xtﬂz

B \th"Xt

, 1 | 5, -
o §X€§g§h"X§§§3 §Ff$}@§31o<[ﬁé}h‘ t1h) par une démonstration
ih hi aicy hJ h

De ménme
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Lemme 1.4 (D.W.Strook S.R.S"Varadhan CSO] ’ {51’;% dens le cas des diffu-

sions )

Soit. i{é@ sN0tons

Ay;(t %, 7)={(t+h, 1) =f(t, x)-hD (6, %)~ (=) Df (6, %) - F (- ~2)D2P ()

A% ey, (80 )(éi}(?a??zy)ﬁé,x(_.@z)

Aﬁ‘;?( t,X,10) ::g’f( 4+, x4u) - '{( 6, %) -hD (t,x) = (P(t, xe0) -P(t,x%))

Z}‘]{%}?‘Cz (,_E_ x): j"ﬁ\?(t X U)ﬁz \du.)

alors si Jr! et 3{2 désignent la décomposition de J dans la définition

de'é'%"nfc on a des que B2 oyl

Him SH_‘Q B A ' (t,X;53,) AR (t X4y 1
ﬁ-%mEégfn K%} ¥, Ty ih i Atg 11)% =0




Ab

demonstration.

Yed, 3k

ISR EHQESIEAN

et donc gréce a la définition de C

(1.9) M{}K ()¢l

Grfce au théorame de Taylor
A?;‘('t,x,y) =o(h)+o(|x~y] 2) uniformément pour ngiéM
et donc

Yero I¥E@> ot [x=s1¢S  [nl<Y  sup|af(t,x,5)|{ gh+ glz-y|2
|l ¥ s =

iX!SBB?I , (Bhx )l J( ?dpm (t,%,3)| 10 £, x(dy)
)[rb ‘vg?i%im;m ¥ bl t X(dy)
{ kzgh+l -xPrl L (ay)
3 Xﬁzfy sy %y X‘ﬂ%,x y)
(1.10) {Ekgtnepn” 0

D'autre part comme ﬁﬁw,g,a) est étroitément relativement
comp=cte

(1.11) V€>03k4 sup P.{ sup lX(t)bk ?,ga,
pef 0d t(T

(1.9)(1.10)(1.11) =

(1.12) 1im sup Ezgz&h(t qu)i =0 . D'autre part
n ~9“3Q§ 1 4 A
Pf \.Ll _(\ C)

§Dt?(t?x£§k5

sup Y (e, 30 06, ) [k
saplﬁ%(t,x,w‘ékzh

Comme‘ﬁ?:hv ﬁgﬁE(Rm)



1+

?A?(t x)[€ kgh®

et donc
(1.13) 1im  su E{ﬁjAw? ET =0

oo PeD(m k)
(1.12) et (1.13) donne alors le résultat.

Proposition 1.3

Soient sur un espuce polonaisdl.:

-une suite de mesure positive bormée de masse < p, ﬁQn% convergeant

étroitement vers Q;

-une suite {Gn§ de multiapplication s.c.s de.jz—»ma(dqbbfnm) )q

& valeur dens un compact fixe,convergeant en décroissant,ponctuelle-

ment vers C s.c.s (()CHGM)= C(w)) a valeur convexe;
. A SR I , =

-une suite%vﬂ} de mesure de transition de Sz-wum§ (MGPZRm) )4
- o ) +
Yy (W) € clw)

alors

ot )
~la suite 4 W00 € (PP QR ) oot sbroitement reletivement com-

e e

pactes

JE

-1l existe une sous suite ex+“alte{U in'% convergeant étroitement

vers une mesure bornée ﬁotee R

—ﬁ‘peat se d681nteﬁrer Sous la forme VQ avec

Vill——» (FIREM )Y, ve)cow) o pip

Pour démontrsr cette proposition commencons par donner

Juelques lemmes
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Lemme 1.5

La suite%\}n_%‘g définie par le proposition 1.3 est étroitement

o e el S

relativement compacte.

démonstration

C, étant & valeur dens un compzct de (a}’{sg(ﬂm) Y4

y

&)

m

N T e A Sm Y ‘ SN S
20 DXy compact de R }iﬂ(_CKb)fgi J*Ifn ,dni.cn

(c.n.s d'étroite relative compacité dans un espace polonais th°6'2@‘])

s

%Qn% ¢tant étroitement relativement compact
V€ o IKq compact de SL Qn(,'{?ii‘J—[{T)g{é,,,1
et donc

Y Eo»o {éKz compact de Oxgt ?nQn. C(}KQ) \g?ﬂ

/AN

il suffit dea prendre

Ko=KgtKq

d'ou le résultat.

De la suite%‘x%@% définie dans la proposition 1.3, on peut ex-

3 3 H Ve .
traire une sous suite ‘iyfn'Qn'} convergeant étroitement vers une mesure

R qui peut se désintegrer sous la forme VQ ol W=lim Qn,

démonstration

Le lemme 1.5 montre qu'il existe ume sous suite,«{_‘s(ﬂz,qn._} conv,
o NTwW
vers une mesure R=w(dw)V (du) .

13
Ry di=1..,.7 peut se lesintégrer sous la forme Wi (dw) Vs (du)

[ s

avec }Rm\‘):i.(du)ﬂ .



T1 suffit de montrer que les Qf sont absolument continus par

rapport a Q= ;ilm Q
Soit (W) continue bornée on &,puisque V;ii(du)@ﬁﬁ(ﬁm)
P J}gi(u)&m(dm)éjgﬁg Rmij‘ @)V, 1 (@) @ ()< p j_{\f () Qp (aw)

et donc en passant & la limite

fl 4 5; o~ {
‘-pjf () Q(aw){ {:‘f(m)l?ii(dmduﬁ %géf(w) Q (dw){ p%%(m)@(d%)
/ J )
et donc

4
'PQ(de)){.\ ai‘(dw) \épQ(dm)
et donc
PR

Soit

-0 [en) o
aQ

\Q‘; ‘m}%
En prencnt Qi(du):giﬁﬂ)ﬁﬁTdu) on obtient le résultat.

Lemme 1.7

n9

famillegyﬂ de variable aléatoire s.c.s bornés décroissante conver= :

gesnt ponctuellement versY alors 1

(
lim sup f Fadang J\VdQ

démonstration

J%%dQn§§;&@Qn‘Si n}N grfce 2 la décroissance dekfﬂ.



Vi étant s.c.s le th. 5.5 Delacherie-leyer [12] entraine

lin s:ip {%_\yd@n & (%\TdQ

n o J J
et donc
% 5’
lim sup 1¥Y,dQ, {1im sup (Vydq, {1V k|
SUR ) Tndey § P NQn\) wady YN

Q?N étant décroissante en N et convergeant versgy on a
{
llm gi?q dQ— l %%; d g t -
N N }

d'oll le résultat .

Efpme 1.8

3 S 5
L'ensemble ¢Q=4 Y'(aw)a(aw) €M’ (xgm) )& veg g p.g}
e - #

ol C est une multiapplication de SLmu»>(d%£XP'(Rm) )4  est convexe

fermé des que C est s.c.s & valeur convexe.

Démonstration

b
SoitéunQé une suite de mesure £CQ convergeantdt dansﬁ%;@Rme)
vers F qui peut s'écrire grfce su lemme 1.6 VQ ,montrons gue V&C.

Soit %@@b(Bm))q ,notons F(N,%)=Sup (v(dw),¥)
YV Eq(w)

On a

(v5(au), )¢ sup(y ) car Vi o w.p.
VQC(%&})

On a donc si g Cb(ﬁgga

/ ] [ =
180k, (@€ | gl 1))
L }.5

Or en utilisent la convergence étroite de Yy --3VQ

on en déduvit:

e




[ o0 e eleaas)  Yeet® @) g0
Su JIL
o Gy, Qp.s.

Mais le négligeable peut dépendre de ¥ ,pour montrer qu'il
n'en est pas ainsi prenonsifk une famille dénombrable dense dans
G%(Em)(fonctions continues borndes muries de la topologie de
la convergence uniforme sur tout compact)

Bn dehors du négligeable N dépendant de la famille dénombra
ble dense on &:

(Voo WENWNY ) A is\}%l\[

i =10, 2 0o 03001 @ 10+ O, 0= 0= (1w, D =T, 80))

D'wutre part

y - L L . .
(%y%’&k) %f;??o car “Yp---3{ uniformément sur tout
—> i

compact

f! - y AR . ’
H)-T9) === 0 en utilisant la majoration

\L-%co
ésu@Qﬁ,Va—Sug (V, N cte(supl Pr-¥lid+sup (C
: 2N H o ad IS = N\l s k TR ;+Sup (GK)) K com act d ' Eﬁz‘“ z
Ve(iw) vel(w) { wk - el B & )

et donc ¥welN

M, D@, ¥) = Vet) Qp.s. c.q.f.d.




démonstration de la proposition 1.3

A

&

Les points 1et 2 de la conclusion résultent des lemmes 1.5 et 1.

il reste & montrer la partie 3, VEC(w) g

. b .
soit Vo, Yel (dxamy )2

on a-:

mexdY, @)Y Vo Y6
Ve, W)

ol <V, désigne la dualité ( @ﬁLP(Rm))q,(%f(Rm))q)
Qpétant positive on a :

H

f Max <1’§at§?> dQn%} § {%/ly\‘%}} dQIl
1 :

é@?gcn A}
L'application
%}_-__-nﬁgMaxfkﬂ?(QQ} est s.c.s car Cpest une multiapplication
VECy ()
S.C.8 et (%%9)-~~mw§{§i%> est continne;notonstgn cette fonction.

[ - h
Berge|2] |
C, €tant décroissante il en est de méme,dek?ﬁ

Yaw) iwﬂu)-mux<b’?@“)7 car Cnﬁn)i C(w) ,Y(u» est

V¢ C§u§ Y

Le lemme 1.7 montre alors que

[
lim sup Maxf‘a {7 Q¢

§M OV, aq
noJ Vel ) VE
Commne
f f
§ ﬂdX V5 aQ =Max | (Y, % aQ
Yy Jécd&L
il vient

/
lim Upj \Qn,{? dQ =Max {x}@>d4
R Veg 40

et donec comme

kank-m-ﬁ.szQ gréce au lemme 1.6

done s.c.s



%

on obtient
( ( RS
LYy AQd Mexi N Frdg Ye g (BP(Sm™) )4
)L veq!
ce qui peut se réécrire
1 A
(1.15) 02’3}5@&% XY, RY - sup {(K{",r};%
\%¢ reCQ /
o < , 77 désigne la dualité séparante Bourbuki Int.ch.9 p.59 22?5
=
o 4 b, g, m
C B uermn®, WP rrmyyey
Cy étant un ensemble convexe fermé grice au lemme 1.8; R &CQH
en effet s'il en €tait autrement R étant un convexe compact,
CQ €tent un convexe fermé il existerait un hyperplan séparant
strictement R de CQ th. @€ Hahn Banach géométrique dans les E.V.T.

L.S et donc %‘f’( B7m1)HYL el que

—~ a4
{Z R, %iﬁ» >su.:_.p Lr, “*d? P
reCQ

ce qui est en contradiction avec (1.15)
Et done

R=YQ&CQ et donc V&G Qp.p c.g.f.d.

t.4) Théoreme d'existence du probléme de martingale

Nous allons donner le th. fondament«l de cette partie meis
au par avant donnons deux lemmes
Lemme 1.9

§9;ﬁrl§mmg%tiapplication

T —— RV IM E (RIL) s.c.s

c&C %2(01’-;"°’CQ:1192'




vt

M étant une mesure de probabilité sur R™ géfinissons alors la multi-
I~ e - T RS ReERhs Sabal s A

application

oLy WM 2Em) Y

w {el e =(er play),.ceinsogy p(ap) Vi)

N
T e c)
: J

Y A
alors C ainsi défini est s.c.s, de plus si Cp}C alors CulC

d émonstrafion
Montrons gque C est s.c.s, pour cela soient
Wy=——->w
Cp———> ¢ Cu&C(W,)

montrons que céC(W)

~d ; ~s .
cp€ Cly) I ecWy)  ef  =ci May),iste...a-1

e (L 9 .
Cp-r-==> C {ZE% (y)‘\‘}(dy)ﬂ)ﬂ(dy)g‘?q‘(kﬂ —— gzczl(dy)%%‘l(y)
=1 =1 )

ﬁﬁm 7 ﬂ;:ﬁgm j 1z4

L L A - -
C étent s.cos (B i=t..q-1,Y )~ - » (B i=1...0-1, V)EC(w)

et donec

9-4 ,
Z;“’é’{tfg%(dy)‘?l(y% Wy iy >
1%

:)g g;j'(iy)?i(y) VoebP (R

AL 1 () oUay)=Vay)

-

On montre de m8me le deuxieme point.

Lemme 1.10

Soit sur D={L 1'ensemble A:{(M%t)@ljio,ﬂ (B, £)==> Xy~ (W)

est coatinue} P une mesure de probabilité sur AL »Q la mesure Pxdt

alors W(A)=1.
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démonstration

{ t:P %}»&:Xt(w)%}{t— (%A))E :ok est dénombrable ohBiLs‘i . 5{_5]

= Q4 (0, £ X4 () EXgm() | =0 4

Théoreme 1.1

EIRY ﬂ ?J ﬁ(n K,C)#

@ "jﬂjgvre; part

P, 03203 1) 3 Sk, 0) et done K, 049

démons tration

ok U Yaxow

N nyN

En effet soit (b,a,V) une section borélienne de la multiap-

plication ¢ définie en 1.1

Notons ff(b,a) une loi de Gauss de moyenne b et de moment

d'ordre 2 a,alors notons:

= {f;/ i d
Ty, % 11%\); \h,s’x(nk),aS,X(1J+k))+M&}X 5 k=hVg x(U) -

- 1
ﬂS,Xz‘}TS,X + X%,X )

?{;,X= 1 {,’(") (bs,x“*@‘(—)’as,xu"%)) ,
(1+k)

2%
A :nL’S,X (avec les notations de 1.2) K%’?X est 1'image par

la translation de-x de ‘%‘%;25){ .
TE i 5 0,7,2,3 pour ¢ suffisamment grand et donc la mesure
8,X
o)X

n (J
Pr,y&J(n,K,C) pour yéK




Le suite {P;T y} est étroitement relativement compacte,il
Ly

-~ !
existe donc une sous suilte {Pﬂ} convergeant vers P.

Peﬂ \Jd(n K, C)

2) (:(K, G):f }r}(n X, C)pour £ suffisamment grand o/ =27=3
— ;" ka,_,r“; % e s e g . . H s

Soit P{Cm Eﬁ‘*’n K, C)
N n}N

. (t) .
4 une suite {Pﬂ} )Pm{:é (n,K,C) 5P11-—;—;‘»P montrons que
n (=)
3
pe(x, 0)
2.1) Montrons  Jy€K P(Xy=y)=1

P, x, s Iynek o P (Xo=y,)=13

6

y¢K compact de RT et donc ilexiste une sous suite Tnt- y€K - |

Soit L(’é;%b(Rm) alors
Bpn' ¢ (Xg)= {?(yn,) - P>y car 'Y est continue

n'-y o

iH
EP"G_ vy

P p.s page 124 P.Billingsley {3:{ et donec

W(y)= Bp(%,) Y LP(EY) et done P(Xy=y)=1.

2.2)Considérons maintenant la suite 4 espace mesuré mDKLO ﬂ Exé}a

avec

Q (awxdt)=P, (dm)gfﬂ2 g“h(dt)
Ni=0

(Xo) ~-~-> EP%(X ) car w-~~%%(Xo(w)) est continue

L




W, converge étroitement vers P(dw)edt.
Montrons gqu'il existe c(s,w) prévisible vérifiant:
c(s,W)EC(s,Xg-W))

. t
%f%gé f(Xt)"/; LQ?(s,qus est une (P,Ft) martingale

() N 1

ri
" (n,K,C) il existe donc A

} w1 )
r Pos = e
0 & s, x7 g, x*t s, x

cn(s,x) =(b,(s,x),a,(5,x),V ", x(du)) £ C(s,x) avec:
} (y-XﬁCé,X(dy)=bn(s,x)n
j (y-x)°27L L, (dy)=apn(s,x)n
T8 (aw) VB x(amn
Donnons nous une mesure de probabilité fixeret notons

1%

cn(s,X)=(bn(s,X)g‘%(du) ,%(S,X);“z(du) »V(s,x5d1))

, !

¢, la multiapplication correspondante

Considérons alors la suite de mesure g;(s,Xs(.))Qn

3

a veleur dans (M@E(ﬁﬁﬁD,Tj%Rm)q» avec g=m+m(m+1)+7
2

174 v
(1.16) Ccnr@Qnt——mmm> ) avec 6(s,w)éC(s,Xg~(W)) Q p.s
n' -5
en effet la multiapplication (s,w)---3 C(s,Xg-W)) est s.c.S Q Dp.s
car (s,x)--% C(s,x) est s.c.s, (s,w)--—- »(s,Xs-(w)) est continue
v
Q) p.s grice au lemme 1.10;5le lemme 1.9 montre lalis.c.s de Cjla

proposition 1.13% donne alors{1.16).

Notons alors la projection sur le tribu des prévisibles
v 2 ;; Yoot O
de c¢(s,w) par c(s,w),c.a.d ‘{’EE ((iz;qo,@%xzam))q_ previsible on a
w - ’
(f,c Q(wxats au)=j; (1,2 glawrdtxan)
}

[
)z 10, THRI ¥[0, Tixr™
( , ) désignant ici le produit scalaire dans R4



et donc si We( @P(r1))L

EQ((gi,g(s,w)7§})— {& ,cls,w) /y % étant le produit de
dualité ( (WMP(E™)Y, BP(Rm)Q

V. .4

c(s,w)t C(s,Xg-(u)) on a donc

¢ Wyc(s,m)y  suply,cy
C;ég(g ,XS-(w)>

et donc

E(«!‘%,o(s DN ;ﬁ) (W, o(s My { E(suplY, C>5F) = sup¢¥,c)
cel(s,Xsm(W)) oé—C(s XS—(W))

la derniere é€galité provenant du fait que Xg™(W) est prévisible.
On a donc

¢ E(s Wy ¢ suplY,ey Qp.s
ctC(s, Xg=(w))

4

et le th. de Haha Banach montre alors que =

”é,-eéfj( 5, Xg-(W))

Pour finir la démonstration il reste & montrer (1.15)

s0it ﬁé@ notons

to n—-1
al _ = }
Zkf('t'l:, tg,w)_y/;i h iy, th(dS) f i}f(<‘]+1 )a,y)- ?{J h Xajflﬁgalh(%:g?l

Solt @ th mesurable

ll’J_:h \%3. t'l;
—Th g . 7
O"EPH%*{ [ (enh, Xicpn) - (1nh,X1ﬂh)—ZE_%f(,lnh, k,h,w) ) @}

(1.17) =Bpn{ [ (eph, xp,_n)- T (an, X, 0) - f R TAICRD —Z s inds) o

1nh
(1.18) +E_ i[j(kf’ﬂ ¥, {(s,w)n 2: X'J,l(ds}- Z%(1 b, knhsw) j@}
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Gréce au lemme 1.4 on a:

ki
Lim sgp EPn{@df :L{‘E(sf»)qaaw Sgh(ds) Zn(l h,k,h mg% =0
N v ln J. <
ot:
Vﬁ(s,*})— Dgf+ Dy bMd o 2 e ’
a;gj x4 01 1A( u)+§:“@j:1§@n Xixﬁaﬁﬁ(du)
ij (Y (e, Xg- (W) i) =P(s, Xg= (%) )) V(s , w3 du) =Le { (s,0) -
dton %&?ﬂE H«g@ax(Knh,anh)—f%lnh,Xinb) Lcﬂ%(s W)h%iﬂé;h(ds)f
# 1nh

- T v
=B DL, Xy )=, X4 ) - /. °Ly (s,w) ds]}
1‘
gréce a la definition de ¢ (1.16) ,au fait que 1l'application
(8,")===> Xg(w) est continue Q p.s .Cette ég=1ité ayant lieu

pour: tout t1 et t2 en dehors d'un ensemble dénombrable grice

a Billingsley[ﬁ} page 124.0n obtient alors le résultat ¥ty et to
grice a la continuité & droite des trajectoires.
Enfin
y ‘tz a2 —tz v s
Ep : I%T&S,UﬁdS=EPJr 145s,9ds  par définition de &,
1 t9
0 et done JceC vérifiant
r L

§ 2 ,\E? -t2—.;
& ] -’l:

1.5) Existence d'une solution faible de 1'équation de Fokker Planck

S50it C la multiapplica®tion definieen 1.1, on dira que Py

est solution faible de 1'équation de Fokker Planck s'il existe

c(s,x) section borélieane de C(s,x) telle que*



(1.27) Ptélf{;(Rm)

(1.28) Po(dx)=dy(dx)

%5»”’\@9‘{?@ on ait

[ /T
;
/

(1.29) }?(Tyx)pfﬂ(dX)"f)(O,Y) —j gLCkP(t,X)p—t(dX)dt=O
/0 gﬁmq

avec

(1.30) Lo¥(t,x)=D4P(t,x) +b(t,%) DxP(t, %)+ ‘,fi:jaij (t,x)D2¥(%,x)
b4

Fi
{

IS ORGP

On notera j4(K,C) 1l'ensemble des solutions faibles de 1%
J
équation de Fokker Planck

Théoréme 1.2

A, ©Of0

démonstration

(7

I1 lui correspond pt par 1l'application W-- Xy(W).pt vérifie

(1.19) en effet il suffit de prendreré(s,x):projeotion de B(s,w)
sur la tribu du présent plus petite tribu surn&ﬁp,ﬂ‘?endant mesurble

les fonctions f(t,X(®)) £ continue, on a alers
O:HPX(TyxiE)_R(O,y>—j L.S. (S,(,LB)dS

|

0 T
J¥%T,xapT(dx>—f<0’Y>‘}/ f%m L {(s,x)ps (dx)
0

r

7

P, x)pplax) - {(o,x)- ,{)Tgam Lo (s, x)p_ (dx)

{
H
3
i
J

o=
&Vee’ C =‘\C/I.§M§o LI

j! Cq—}hV) et e=(c1.. .. .cq-1,V).
On peut montrer de plus,par un raisonnement snalogue acelui

utilisé dans la démonstration du th.1.1 que c(s,x)eC(s,x).
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N o
2)(uelques propriétés de Y (X,C)

Théoreme 2.1

@(y,c) est un convexe compact de {;‘{1(539

On va démontrer ce theoréme grice a trois lemmes

Lemme 2.0

J(K,C) est étroitement relativement compact

démons tration

On utilise le critére de relative étrolte compacité th.15.3
Billingsley[3]

@(K,C) est étroitement relativemement si et seulement si

(2.1) *a’mo Jo¢ B supgxtg;;x}\gfrl vee G, 0

(2.2) Vg 7o, 43 0Z Jor P{ W sup%Xt-XS;;vf;}{;i \{fP&K,C)
s, 4%

(2.3) Y€,070,36, 04T P{wisup|Xy-Xglyn }<E ¥R Tx, )
T-6d s, t¢T

(2.4) V&;@zo} %%ﬁo z{T Ef{,w sup min (?Xt-—Xt1§ ) | X=Xl )
o 11 ¢ Tt T
[to-tq1< 2 VP&C?(K,C)

o
En effet soit P£i(K,C)
Jel(s,w)eC(s,XsM))) prévisible avec
c(s,wW)=(b(s,w),als )\ (s,w;du))

tel que

jt s L. f
X~ o b(s,ta.})ds—jo }Uulﬁ(,s,bs;du)=Mt
avec

t t
ref
M= f (e, aligr |y u(P sduxdt)-Y(s,Wsdu)dt
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ol ;i(s,w;iuxdt) est définie par

Plss wiauxdt)=Z. ﬂXg(w)ﬂ{ () 98,5, (0)-Kg-(my CP¥EW)

et T tel gue W@?;d

démonstration de 2.1

I1 suffit de montrer gue

or

T 2 !
E{sup]thzjékngj supfb] +g T sup uV(s, ws duXU supV (s,w; U)
0 : 0 ctC U Océ&C ‘

or Eés?PEMt§2§§E Ay ou A, désigne le processus croissant de
My egal ici a
jt
Ej, a (s, w)ds+E ju w2 VY(s,w;du)
En utilisant 1l'hypothése sur C on obtient

T o SIR I |2 ds ¢ TMF

[
i sup o ds ™
,‘EO CQC \é 2.

T
f dssupﬁ?(du)

ctC

jT ds sup ugv(du)g T
0 c&C

La démonstration de(2.2) et de (2.3) est la méme que
celle de (2.1) en remarquant que dans ce cas T= 2
iémonstration de (2.4)

D'eprés 1la démonstration du th.15.6 de Billingsley{B}

11 suffit de montrer



| 2)5\{ km itg‘tﬂ -

, 2
(2.5)  Jky P(81,%,82)=Bp( [ Xy X }Xt-xt1

83 /E:} ; 4
YPEU(K,C) o B t<b LT

déuwontrons (2.5)
)
(2.6) Ep( |Xg,-Xyl ® [R-Xyq)= E(E(lth‘Xﬁ2§Ft)@Xt—Xtﬁ %)

E( zthz-Xti ZgFt) est majoré de la méme facon que dans

la démonstration de (2.1) et on obtient

. 2 :
B( Xyp-Xtl | F4) & kp [ ot]

et donc

i ;
Bl[Xg -2 & [Xp-Xq] 2) L [0 8] B [Kp-xg] 2

N

De la méme manieére on montre

B |Xg-Xyy| %(k2 [6-11|d'ob le resultat (2.5).

Lemme 2.2

I )
J(y,0) est fermé

()
P ey, 0)
P, P
3
Montrons que Pej{y, ¢)

'Y
Pelr, o= 4 Cp (s,W)E0(s X ) 2

t
kF(JG,XJG)-&f(o,xo%i Incﬁ{’ds est une (P,,Ft) martingale .
Phedt est étroitement relativement compacte et converge vers Padt -

¢, Phedt est étroitement relativement compacte et converge vers

cPedt avec c(s,w) C(s,Xg-(w)) grice & la proposition 1.3.
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On en déduit alors :

\f(t’X )"L()(O XO)‘th L€

Lemme 2.5

(P(y,0) est convexe

d émonstration

@ v Vo Y
Soit Py et,PZéﬁé{y,C),il existe alors c¢q1(s,m) et Cor(s,w)EC(s,W)
prévisibles tels que .

t
(2.7) %(tth)-W(uaXu)-g Ly, Y(s,w)ds est une (P1,Fi)martingale
u

I
(2.8) %(t,Xt)—%(uﬁxu)-éu ngﬁ(s,%ads est une (Py,F,) martingale

Alors on a la désintégration
PN ; . ‘\j \‘«fb o
peqPy +(1=2)EoPo=cy (AP +(1-7)P))

v
é%(sﬁn) la projection prévisible de c}(s,w) alors

N
?(t,Xt)—%(uaXu)"fuL%\f(s,m)ds est une (}P1+(1—%)P2,Ft)

martingale



3S

Fn. effet ¥V F “mesurable

. v { o .
E§P1+(T—%)P2£dZ€<t?Xt)-§(uaXu)-( e (swyds Y L
I -

—}\E&é?ié’f(t Xi) "“(u,xu)-’

£
i
/

LX Y(s, w&})dsbg j}
,t ’

+(1- /*)EP J’(-[; Xt)-@(u Xu)_éu ]15’24’(5 gg)dsé‘%’?{,

P #,ig \
Montrons que cy(s,)4C(s,X ()  (AP1+(1-})P2)yat p.s.
Soit P2 (fP(ado, Tha™)) e
U=1Pivat
Q2_=J_L_P2§id't
T
on a
;-2' { - W !
B U2 oy - BN ey e (-0 8%, vy
% A4 YN ( Y
MBI Max £ 8,9y +(1-0)E%max( d, 0
teC SeC

g G+O-MQ o Yy

V4
c&C
On en déduilit par un raisonnement analogue & celui de la
o ‘ v, . N . .
proposition 1.% que c#C,un raisonnement analogue a celui de la
N v
fin de la démonstration du th.1.1 on en déduit Q}(Sfﬂ)%C(S,XS_(M»)

d'ou le lemme@

Solt Pé?(y,c) donnons queldues propriétés de la loi de

probabilité du vecteur

(XosXn,..... ,Xop) avec h=T
n

Cette loi de probabilité peut s'éerire

£
c (dx T (g Crseee TE
. %o X1) eos Xo X7 (dxp)



YA

Notons:

f{)
Ch,g(t,x):‘vu C(s,2) (ot G’ ddsigne la fermeture convexe)
t¢s¢t+h

|x-z1{%

K(t x)=wisup | Xg(w)-X4 (02)ILET
1 tatans P )

5’ s [ Ly B b
x, t:ll’lf—»;“s%‘t, iXS-Xi}gmg'
13
X

iy [ u 5¢¢H o)
w oW A w(g)=) (s) X
@) 382w
Lemme 2.4

SREVRE SRS
[
(§(¥Z§}3§<?¥23 g(y-xlgzﬁgﬁdy),Kg%d@))éiéh,g(t?X)hfgkgﬂ (e

avec t=(i-1)h, é=kh§ ol k est une constante dépendant de c
A E

Wf(g) ‘désigne un voisinage fort de o dans E= rY, 1“ﬁb(Rm) ol %b(Rﬂl)

H

est muni de la topologic [V -|=| nV-p|(ay)

'}é - N TN
démonstration
pe(y,0
N —
By=l(Xg, ,¢,=1h, t;¢t)
Prenons
2 N g-tl+1; 1 ~ 2
biss E tl} V(s,w;du) et donec Ei:%fi-ﬁif avec les notations de
ta
i
1.2.0n a donc en notent X,JG.=X
, ( ¥, [l Biyq |
(2.9) ((y=x)I. (dy) Biti BTty E b(s;&@@a)ds+f (b(5,w)=b(s,Ny (W)
J J b5 5
ds
(2.10) ((y—x) Z/TT( /‘F“‘}t Ft ti+.1 t
dy)= E £ ‘ a(s,C"(@ (w))ds+Jtl+7a(S w)-
l .

a(s,aié(w) )ds




3t

T -
+2j l+1(XS—X)®b(s,yﬁds*thif1g (XQ—X)@uV(s,w;du)dsi
t g - A

t1
) 1¢% g Eﬁ tr;t1+1 16441
(2.71) nT Qu)=:'t1,E 11 T (8 50 W3 du)ds+§t' ds(W(s,w;du)-V(s,dyu;du
i
))

1

Remargquons alors que
't &
i+l (s %wﬁ)dS,i 1+1V(S,a ISH du)ds)eCy e (b5 xh

(2. u)(} b(s 23";33)(18, .
405

l i'tl
Majorons alors dans (2.9)(2.10)(2.11) les termes residuels

T fts
E til b1+l Tl g,m)=-b(s, dyw) | dsd2hl P (O
£ & £ & 1. K%‘

J %5
O . !
thigti+1 ?(Xs-Xti)gb(s,ﬁ)%“séhM1EFtisup\XS—XtiE
J t14 8¢t +1

L (e ; ; P
BEti | . la (s p)-a(s,ww) ds{2npP P1(Cy )
Py (B P
. y W(XS—-X)@UW(S,,W;@U)@.SQ th)Etl Su_p%Xs_‘ X,tiﬁ

1 ;_t ‘; ]
B i+ (S \tl+’[
E _t ‘é + j{}v(s W dU)ﬂ (S,i}(‘gsﬁ du )3‘(: QhPEt1(CK&)

T1 resté donc & montrer que
PFt . . h)
> b5 ( CI\—E'z S ]%8,

E b suplXg-Xti1€& ¢ pfis 5
ti{s{ti41 Ptk )”EFilﬁ\fs‘th\ £ 1%1:.1
A.\ = Ay

or

E't‘ e\ Ft" { . }
P 1(CH€)§ ng P ilws Suva‘—th'ggﬁgﬁsup Esub | Xg=X4)
3¢ 8¢t 41 E7F1 43¢ sl bign

£ kqhP+koh
£t i
Te deuxieme terme est obtenu en utilisant le th. de Doob

E{sup M%KE’M%‘ si My est une martingale de carré intégrable.

st
de méme on obtient que
Fy. 2
E 71 sup aXs Xt% <fk1h2+£21 d'olt le lemme

tids( by
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lemme 2.5

TJ defini dans le lemme 2.4 vérifie de plus

[ %,
ﬂ?f? (dy) kq hz_avec k, ne dépendant que de C

démonstration

Par 1l'application de la formule d'Ito en considérant

| X4=Xg| 3 comme fonction de Xy

{t
|X4-Xg| 2=3) (1 Xg-Xs| (Xg=Xs),0(7s0))d7
1 .
s . ; i
43 g o7 (e X0)o (XymXo) s 10Xl 1 aCz,w) as
Xt-Xg!

[ [t P

*iuﬁs\ Xe~Xg4u] “- | Xe-Xg )ﬁ(a,m;du)dK+Mt

ou Mt est une martingale

Bt donc en utilisant la définition de W%rdu lemme précédent

t. o
; . 1.
(2.13) Ey-x%3x1<dy> gt EFt1#t1+ (gXy) (KpXgy),bCt,m))at
i

(bise1, v
PRl / v _ ’ N
+3’§ti JGI‘Z@_%X‘E Xti)@(igc“ﬁi Y+ [Xt-Xti] 1;1 a( -'u,w%d't

X=Xt
. {t1+1if ! 5_ P T R T
* gy }U(th”th¥u Xp=Xg] 2= Jul 2) (smwsdu)dt

Qr

X=X 4u }{ Xp=Xg] + )

et donc

5

3 Lo s ) 3
Xp-Xgw % X-Ks| 2o w04 5l 2 Xy-Xge3 | Xe-Xg) 2]ul

et donc
QXt—XS+u&3-aXt~XSg5—gu§é§§gug §Xt-XS§+3§Xt—XS§2§u§

On peut donc majorer (2.13) par




FF

/ ‘ ' LERATNY Ry 1140t
[
Ui+l v 2, . T 2
i ! gl Tl o V(w3 S Ll L
+55ti U dtiu Xy th (t,w,du)+5§ti Eudtfu%Xtmxti Yy

J%

e

£ b1

Coy O ; } % | ::
;gy—x;5ﬁ%(dy)§ kih sup B ti EXt—Xtﬁ 2M1+h sup EFtl Xt"Xt Mge;

, Pt
\{k h E sup ithth\ (M1+M)+h.E‘ L sup th"Xt (M2+M3)

£ 56 ¢E1 41 5 CE¢E5 41

On obtient alors le résultat en utilisant la majoration

o~/
B ti sup | X=X \%‘K1h
T4 t¢tim A

il sup@Xt-Xt11<k1h§
ISIQTE - FE R

3) Commande optimale du probléme de martingale

%.1) Position du probléme

So0it une fonction cout
f: {---> R s.c.i bornée
on se pose le probléme de commande stochastique suivant

(3.1) Min EF £(w)
p£S(y,0)

MTheoréme 3.1

Le probléme de commande (%3.7) admet une solution

démonstration

‘y(y,c) est un convexe compact d'aprés le théoreme 2.1

L'application P———%IEP (f(wW)) est s.c.l car £ est s.c.i

th 5.5 Delacherie Meyer ,d'ou le théorcme.



Minimisation d'un colit sur 1'état final

Seit f: B ---¥ R s.c.i,alors l'application
foXm dell —=-~-% R est s.c.i car 1'upplication Xg :Q---2 RT

est continue (par définiticn de {2) cf.Rillingsley ch.? EBE.OH est
donc dans le cadre de 3.1

Remarquons gue si le probléme initial se formule awvec
un cout intégral,il est toujours passible par sugmentetion

de 1'état de se remener & un coldt sur 1' état final.On = donc

.t

o

ainsi 1

o~

hécreme général d'existence pour un probleme 9« commande

stochastique en horizon fini .

5.2 Commende de processus ariété

Y

. t  de PO - . | -
Soit un ouvert de K" , 7 le temps de sortie d'un ouvert 9

feRlmeeay R g.c.1i alors le probléme
- P 7 z = . o
Min E f(Xg ) n'admet pas en général de solution ,en effet
z{’ 3 iy

PEY’
. " .. 7 . 5 . .
1'application We---% §,.(») n'est pas S.c.i et donc l'application
W

Wemm=3 (X (§)(u9) ne sera pas en général s.c.di
ZQCY,.,LL
On peut néanmoins formuler un probleme proche de (3.2)
edmettant uvne solution pour cela énongons quelques lemmes :

Lemme 3.1

3

8i 1'on noﬁewparufw(t‘),w(t)]=§X%§%$‘Ag1 x5(67)+(1-M)w(E) -

pour D0, T;HM);1a multiepplication

(t z‘f‘%?,,,tAj.““’#iz?%(ﬁf ),0(%) [est s .C.S

5

lémonstration




Soient
ty=-=>1
Wp=---3w dans D
Yhé@%(tn—),@ﬂ(tnﬁ —————— > x
montrons que: xé[&(t‘),m(tié.
Gréce a la définition de D, on a
¥y o 4N % fN?%n(t):“p(O) 0,M n(T)=T, A €(0,T),croissante

stictemen®:

supl Wl A n ($)2( 1) e

et donc YyeRM lyl=1 Yn)l on a:

(¥sxm) { suggy,x) ¢ sup (y,x) { sup (y,x)+&
X, ‘

X, %! X, b
1t -%]¢e ﬁ' ﬂﬁiﬁ %' 1142
W=, 5
X[ 1) 0, )]

et donc

(y,x)¢ sup (y,x) + ¢

s X
X€W(77), W)
[tr-tfd2e

et donc en utilisant la s.c.s de t--wnébﬁ(t—),m(t)l

(7,x¥), sup (y,x)+¢ c.q.f.d

1ele [}
X
x&lw(t=),w(+)]




Définissons pour O ouvert de BT

(2.3) ?;(w):inf 1t (), (8] N C, #0)
(3.4)  Z(w=ineJt: [0(sm),0(6)] 10p 20

E

Lemme 3.2

A’/ .
W——---f WYest s.c.i
&
Womeem () est s.c.s

et donc la multiapplioation

i_m,? ~J -
A L COPN C A CONICEL AN

déronstration

1) wL~m%Z;ﬁﬁ) est S.c.i

L'applicationﬂﬁ(x,t)-m-a?t est continue

La multiapplicatiom_?}ié ----- ‘

"y, T]

N 1 -
w -~-->—~%ht,,,xfj§ X.é{ft)( ) ,w(t);gj ( Cy¥lo, T ]

est s.c.s comre multiapplication .définie par 1'intersection de

deux multiapplicationss.c.s

zkﬁﬁ)zinf\y(x,t) est donc s.c.i

(x, ©)el @)
2) Weeeem }3%Qﬁ) est s.c.s
IEn effet la multiapplication
LY pE— - {S,X ] Xéy(s“),w(s)ﬁ*est continue en effet
W= e =y 0)
o r\_‘§00>

eu sens de la tcpologie de Skorohod Tﬂ(wﬂ)-mgﬁag)
au sens de le topologie de Hausdorff pour des compacts



A~
E%(W) est s.c.s

][ Cado,

P

Ve 73
etant ouvert , |

Montrons alcrs

Soit tg@(w) KOG "é@

W s o

k[0, 5]} rx

(w58 0, t+¢] &0

c.q.f.d

5

Liemme

Si f est s.c.i

g(w)=inf .. " inf f£(t,x)
e, I

est s.c.i

démaonstration

f est s.c.i
3 (6, W) === [Wem, 0] et s.0.8
et donc

Y (t,w)= Inf f(t X) est s.c.i
1

La multiapplication
est s.C.8

P Fr -
m: O—emn3] Gy (), i ()]

et donc g(») est s.c.i.

On peut énoncer maintenant le

Théoréme %.2

(3.5) Le probleme Mjﬁ B inf 1%£L f(t,x)
I xeluh) W
Bl 00 weff ) (BN

o ot
dens lequel {y et{s sont définis par (3, 3) et

¢

i

étant continue, N: ¥ nyN

Fava

T2 liﬁl sup K‘g (W)

tion

- (3.4) admet une solu-



Corollaire 3.1

Torsque @%ng) désigne l'ensemble des SOlut?PF?WQE;EiQi

bleme de martingale avec C:Gmﬁivzd? avec Cy & valeur dans EqxEo
— e S e S . X 3 e e e i . SRR A e g

¢ N . .
P~ (y,C) est & support sur les fonctions continues alors (3.5)

s 'énonce:

. P
(%3.6) M%g E- inf £(%,X¢)
My, 0) tal &y (w),y 05 ()]

[ Lrespfggg désigne cette fois le temps de sortie de 1°
Lo P .
ouvert | .esp. du ferme su sens classique ,et

(3.6) admet une solution.

Corollaire 3.2

s

. .7
51 t ---3 £(t,Xy) est P p.s croissante ¥2&i(y,0) alors

(3.7) MWin E-

f(Z@,XgW) admet une solution ou E}»désigﬁe le

temps de sortie de l'ouvert au sens classique

démonstration

inf  £(t,x)= £(Z.,%; )
¢ ne

g;%_,g§§

Remardue

Ce dernier corollaire est intéressant car les problemes

qui ont dans la formulation initizle ,seulement un collt intégrel

%

Jo hds h;o entrent dans le cedre de celul ci

32

. - t
En effet | ifie . riété
)Ohds verifie la proprieté car les ptyde discontinui

te sont B dt négligeables




1]

<3) CaractelwsoTlon de 1u solutlon opTlmale OlSCLetl%atlon en

Gemps

DeIlnltlon d 'un probleme e contrble optimal approché

Considérons ls multispplicetion

(s,%) ===->Cp,. (s,%)
7o)

Cn,e (5,2)=C4 U ¢(t, 1)}
s{tds+h
ly-xi¢e

Lemme 3.4

O, (s,x) est une multiapplication s.c.s convergeant

ponctuellement en}decrowssart vers la multiapplication C(s,x)

lorsque h@o QLO

Démonstration

T)Chji(s,x) est s.c.s

I1 suffit de montrer que Gh,g(S’X> est de graphe fermé c.s.d.

soit (sy,xp,cp)----- (8,%,0)

. e Oy, 2 (8pyxp) montrons que ctCp, e (s,x)

montrons le par 1l'absurbe

Supposons que G%Ch,&(s,x); Ch,a(s 9xv) étant convexe compact;

c étant compact il existe un hyperplan noté ¢ séparant c de Ch’&(s,x)

\
C.8.d
(f5e)% sup(f,C)+ 2, £yo
N‘,gCﬂ (S X)
Cp=—=>c Y&, IN: ¥nuN on ait ;(x,cn) (f,e)l<E,
et donc
(3.8) %;HL}N(%) (£5cn)y sup (2,8) +¢,

OMCh <S’X) 2



¥e

CnéCp, 2 (8n,*n)
et donc

(3.9)  (f,en)d sup (7,0)
fé’é Ch ,%. (Sjﬂ, Xn)
La définition de Cp ; (sy,%y) entraine elors
. ' | s % o
i&oﬁéc(sﬁixn) isﬁnsnwéﬁ,;Xﬁ—xnggvérifiant \f’0ﬁ>;%(€£mbw§%%~

Considérons alors lasuite (,SI;,XI'I, or'])appartient a un compact

et donc il existe une sous suite ,encore indéxée par n ,convergente:

(3.10) sh=---5g" js-s*¥1<
N—= e
Klomms b - <E

Cp === c¥

N——> e
et donc grfce & la s.c.s de C CEO(s,x%) . (5.8) et (3.9)=

(o*,f)g sup (0,T)+ &y

o i’g&
€éCp,e (8,%)

or (3%3.10)

é%Ch’%(s,X) d'ou la contradiction.

-
Montrons que | §Gh,§(s,x)=6(s,x)
ne

n effet s'il en était autrement ,il existerait

donc il existerait un hyperplans :

(?,0)2 sup (§,§)+§&

o C etant s.c.s & veleur convexe.
cZC(s,x)



e | ) Chyg(s,x) donc appertient Choygo(s,x) on & alcrs

- h,g
(¢, ) sup (£,¢)
O{{Cho’go(syx)
et gréce & la définition de Cp e o(s,x) 2 ¢ ca(st,x")

ls'-si¢ hy

[x'-x\¢8,

_sup (c,?)4 (e 5 0D+ 4
QT_:ClhO;{CO (s,x) Z

gl g

Xt-—->x quand hgséo -== 0
. * a a9

¢'--—> ctC(s,x) grice & la s.c.s de C

et donc

'%%"(C%,%&z ), sup (¢,¢) or c((s,x) d'ol la contradiction
Z céC(s,x)

Considérons alcrs la multiapplication

. i . 22/“3
GTF{_ Cﬁl’l +9 (o,kn )j NE avec _’§>2§’
n n’ n 2

A (T{ﬂ 7 . . . o 7N
ot ‘U(o,kn ) désigne un voisinage fort de o dans &~‘m'*‘mxj““;§~'if(3rﬂ)
T A Rl 4 g

de rayon lcnzf
n

On a alors [(1C,(s,x)=C(s,x) grice au lemme 3.4 et le
n
) ¥4
fait que Q)’QO,@Z ) === 0
H n-<ssl

n
Considérons alors la multiapplication gque nous noterons -ﬂ

TTIL, LT, Gy P :
[T (s,x) —-«.,-77;11,611,{1,5,2(8,;() avec ?(M,MT,MT M)
) J

i

) —
Cp €etant s.c.s fz}

est s.c.s d'aprés la proposition 1.1



1 7

Considérons alors le probleme de programmaetion dynemique

(1, x)=F(T,x) avec £(T, .) s.c.i.

|
|
1
>J

|V (T, y)T(Cy)

R -

Vn ((n-1)h,x)=Min
' e ((n-1)h,x)

\)1

¢

V(o X)—Nlﬁ iv 2 (h,y) T (dy)

o Wﬁw‘mm —
LI

re ™ (o,x) /

Théoréme 3.3

nggyobléme (3.10) admet une solution de plus V(ih,x) est

Sec.i % i

démons tration.

On le démontre par récurrence

L'application

T =3 JVh(T,y)K(dy) est s.c.i car f est s.c.i
w.n((ﬁni)h,x) est & valeur compecte car elle est s.c.s.

il
[
et donc Min XVh(T,y)K(dy) existe et V(T-h,x) est s.c.i grice

Te[™((n=1)h,x)
au th. du meximum de Bezgeta

Il existe'ﬁi(ih,x) ,borelienne en x ,réalisant le minimum.
A,Eﬁ'associans P%ﬁ par la méthode exposée en 1.3
I%%. est étroitement relativement compacte grice & la pro-
position 1.2

Par la méthode exposée dens la démonstration d'une solution

au probléeme de martingsle on obtient que toute scus suite convergente

| %



«9

On a slors le

Théoréme 5.4

§%WQP%ﬁ% désigne la suite de mesure sur (L ,définie par

interpollation constante per morcesux C.a.d.l.2.g. sur la chaine

de markov 7 solution du probléme de commande discrétisé (3.11).
< % PO z . . . . % 7
ﬁﬂgﬁ% est etroitement relativement compacte.Tout point P~ adhérent
éan$?, e . A {;f . e 4 \

Al eppartient & % (y,0) et est solution du probléme de commande

optimal

2P (7, Xg)

démonstration

On = démontré 1'admissibilité de P démontrons son optimalitéi
pour cele soient:
s
P une commaende optimale de (3.11) (existant grice au th 3.1)
/ﬁ’son cout optimal.
Considérons la loi du vecteur (X , . , vooe X,
L Kot T Fonr Enonyd

sous P elle peut s'éerire

e R | _n-2

Gréce au lemme (2.4) (2.5) et & le définition de Cn on a:

-

: 10
LyQX']g e e e Xi%‘TiTih(lh’Xi)
; ~
et donc WﬁmYKVﬁﬁ
Or
Vh(09Y)=EP%%f(T,XT) f étant s.c.i. on a

N " .
¥y liminf Vi (o,y)> Ep#f(T,Xp) c.q.f.d.



so

3.4)Caractérisation d'une commande optimale (Discrétisation
en temps et en espace)

Fonctions d'appui de C(s,x)

C(s,x) est un convexe fermé de RgﬁME(Em) , Notons ‘{ un

élément appartensnt a R%ﬁ@b(Rm)m@(f;s,X) fonction d'asppui de C(s,x)

est définie par:

o (Y38,x)=sup (c, 7)
ct-C(s,x)

On a alors :

C(Sﬁx)'—'%c: Sup‘i(c’l\g)""’i(\‘%?;s,x)}{\@;"
gt ' N

| Pl

Si l'on note

3

?ﬁs,x):{c} sup{(o,?)-%(%;s,x)}ngT

¥

ol cette fois ¥ est un élément de RL, sCTP(R®) ( fonctions s.c.i
bornées)
On a :

Lemme 3.5

&(s,x) est un convexe fermé =C(s,x)

Démonstration

1)'afs,x)c0(s,x) est évident

2) La convexité est immédiate

3) I1 est fermé

Soit cneéis,x) , Cp=-=> ¢ dans RA MP(RM) .

On a

(Cn,xﬂ)/\g‘i (W?;S,,X) , s.,;f,’;}’ j:jilnj

" étant s.c.i. gréce & Delacherie lMeyer 12

lim inf (ep,¥) 7 (e,')

n-y oo




(e, Lo (f58,x)  ¥wSCTP ¢ q.f.4.

£)C(s,x)=C(s,x)

# el
. 7 . . . . v s
S'il en était autrement il existerait é‘{tcﬂ(s,x),’;é/é(}(s,x).
4
C(s,x) étant un convexe fermé ,¢ un compact convexe fermé,
il existe un hyperplan (Hahn Basnach) séparsnt T et CG(s,x)
. . 42 ia
donc il existe ‘fg»R%:gb
D 7
(P e)e

(fye)Cfreec(s,x)

La définition de C(s,x) entraine alors que

{Bga{”(*‘f;s,xl ,on a donc:

(F,e)>A(¥38,x) ce qui est en contradiction avee le fait que

el

C A{Z‘VC'(S’X)@

Notons C translaté de @ Ila multiapplication

(ax)-"mnéﬁm@%%ﬂﬁm(bﬁ“m@msﬂﬁ

ou Ty désigne la translation de x o

T(s,x) est alors s.c.s car C 1l'est.
Notons o{(f3s,x) la fonction d'appui de C ol féﬁqxggr
Notons alors

(Xh.,e,k(f;S’/X) lz Iégu,larisée S.c.s8. de

(8,x) ==—===3% sup®™® (f3s,x) pour s%;lih,, (i+1)h{ 3)@':}11{, (i+’l)k[
ih¢+{(i+1)h
—e+ik(y ((i+1)k+e

Sl



S

Soit alors Cp,.,x le multispplication

| ’
G J— icé-R%%ﬁf‘tE(Rm)i sup (csf )=t ¢ 1 (f38, %) \E
Y T f%’QEK e g

ou e désigne ngék;avec,@k 1'ensemble des fonctions constantes

¥

m ey
par morcezux SUr les peveés Ay="T §ijk,(ij+1)k£
J=1

Lemme 3.6

La multiapplic%gion,Gh,iwk est une multiapplication s.c.s

a valeur convexe vérifient:

Q Cn, ¢,k (s, x)=C(s,x)
£70
kyo

Démonstration

1) Elle est de graphe fermé

: R ¢
Soit (sn’Xﬁ’CH) Fwég (s,x,C) ,Cﬁch’%Jk(S,X)

montrons que c&Ch,s,k(s,x)
On a

Cony P42y e, k(T xn)  Fely

liminf (onjf)g(o,Y) car ¥ est s.c.i.
- :
113 sup %,z k(V580,x0) <0y ¢ 1(Y58,x) car 1l'applicetion
(s,x) —n-~§&éh,%,k(?;s,x) est s.C.5.

d'ou

(e, Dy, e 1(Ps,x) = célh, ¢, x(s,x) c.q.f.d.

2) La convexité est immédiate ,le fait qu'elle soit 2 valeurs

compactesse vérifie en utilisant des fonctions fk?Tr'ﬁ@ f%xz ZéR
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5)Grace au lemme 3.5 il est clair que

z’\ =
h{’k’éch,z,k(S,X)_J C(s,x)
4‘) ( H )J ,?:k%,g’k(s,X)

§1i1 en était autrement on aurait

‘Eg.ﬁgg’k Ch,g,k(ssx) ’E%C(s,x) ,d'aprés Hahn Banach il

existermit un hyperplen séparant C(s,x) et ¢ et donec gféﬁ%éﬁ?(3m>

vérifiant

(£,e)> sup(f,c)
ceC(s,x)

T étant un convexe fermé et o (f3s,x) étant sa fonction 4'
appul on a
(3.12)  (£,¢)7(L38,x)

Prenons alors une suite fx---= f uniformément sur tout

compact, f étant continue

(£1,8) —=mm-> (£,5)

-3 o

D'autre pert

D(h,5‘,,_Wkg(fl<;;S,X)‘§ sup X(fxst,y)
5

y
t-sléh
x-yi {k+&

On a également

[ (£1e38,7)-%(E5%,y)=] sup (c,fy)- sup  (c,T) |
c-C(s,x) ceC(s,x)

<kq(sup f(x)-f(x) + suprm<ixlyd}
xi<d T “ ’
(b,z,7)e U C(t,¥)
1t-sih
[x-yld ks



Et donc grice su propriétés de compacitéd de C(t,y) et de

convergence uniforme de fy--> f on obtient :

fiyo Jko(g) ¥ kik (z) sup (s t,y)—o(£36,5) L2,
t-si¢ h
x-yi{k+s

En utilisant enfin la s.c.s de

(t,¥y) -——%QZ(f;t,y) on obtient

(f;@){ég(f;t,y) d'ou le contradiction avec (3.12) m

Notons
ry=]¥)k +k o [ |désigne la partie entidre
S

2
Soit K?@%E(R@) le lemme suivant est alors évident

lemme 3.7

Tk ky

3

gﬂ~ s ; o :
(319 301 [y P (apXty e 35 fimar-nen ann,

avec bj+£g£;cte dépendant que de b et de ky
b by © peltallt Hue We P e TR

j(y-x)n (dy)- g(rkY‘rkX>ﬁ(d3’T> <K

| (
(y-x)ng(dy)— g(rky—rkx)ﬁzg(dy)é d4(b,by)k

Considérons alors

6}4_: ij Chﬂ’ £ n? kn'ﬁ'-!jj:( O, %<%ﬂ +kn) ) );KE
n hrl

suffisamment grande.

S¢




A%Y

On a.:
ﬂ an(s,x)zC(s,X) grice au lemme 3.6
n

Notons également

Gy=(Cp ¥ (0,6 00)) () B
«*?2

-1, G
otons alors ff " a multiapplication
. n,C ;
-1, Gy iy e -
{ 3{ -
) rrey-ryx " 1009 P >4
7

xjs(rky rex) Ry (ay), ;(rky‘rkx)@z}a(ay) 5 (dy)) £ Ch(s,x)?

V11, G oMb
EICED IS TN E I o TR O SR T

!

5 |
==l "Iy (ay)¢p n

R

(j(y-X)?’i"m(dy), j}(y—X)@Z}a(dy),ﬁ'ﬁ(dsf'))é%(s,x)}

_ ) . 1, C —n,C,
I1 est clair gréce au lemme 5.7 gque si “;‘Zé:ﬁ ’ nd? 7(,%”% »On
—r e ]
P
D'autre part si 7;‘{”“211 Cn s ?,:fn »(n avec

=

Cp=(Cn+(0, frm )
hn

[ore

Et gréce au lemme 3.6 on a

(3.14) (1 Gy(e,x)=C(s,x)

& 3t H
Soit alors 0p s.c.i. constante par morcesux @ /f@ ol

3
. s . s . = 91 N
0n est la régularisée s.c.i. de Ai 9, X X, (X) ot Xy désigne

la fonction caractéristique de 1' ensemble As e
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Considérons alors le probleme de programmetion dynamique

T (T, x)=0, (T, x)

e

Vy (ih,x)=Min |V ((G+1)h, y)n(dy)

] ::.n C 4
”"{'H ’ n(ih’X)

(3.15

On a alors le théoreme

Théoréme 3.5

est s.c.i. constante par morceaux.

démonstration

On procede par récurrence.

r

L'application T S §Vh(T,y)ﬁ(dy) est s.c.i car én est

S.C.1.

—u, 0, /
W} ’ n((n-m)h,x) est s.c.s. et donc Min V,(T,y)n(dy)

_‘.n C 4
e ]’ M ((r=1)h,x)
existe et Vn(T~h,X) est s.c.i. gréce au théoréme du maeximum de
Berge [2]

Vh(T—h,X) est constante par morcesux car X~-“—€(n(Tyh,X)

I1 existe donc Eﬁ sborélienne en x, constante par morceaux

réglisent le minimum.
\ % . Ve ’
A T, essocions Pox par la méthode exposée en 1.3
S 1
ﬁ% est étroitement relativement compacte gréce a lz proposi-

tion 1.2 et au lemme 3.7




st

Par le méthode exposée cans le th. d'existence en remplacant

~F

C par Cp on obtient que toute sous suite convergente de Pg%, conver-
‘n

Se vers Iﬁ@%h,c) grice & (3.14)

Théoréme 3.6,Caractérisstion d'une commande optimale,discrétisation
A 8 b e A A 5 511 SR 1 o o 14 g . . - ’

en temps et en espsce

-

3 L z . . . z . - .
Si P%% désigne le suite de mesure sur.l définie par interpol-

lation comnstante par morcesux,sur la chaine de Markov solution du

probléme (3.15) alors gf%ﬁ}est étraitement relativement compacte et

tout point adhérent est solution duAprqbléme‘de commande optimale

(3.1).

Démonstration

- "\'l’ - 7 . . T4 b Iy
Si P° désigne un point adhérent a {Iﬁ§§on.a démontrd 1

. (|7 . \ . ..
admissibilité de P%{Eéng,C)) il reste & montrer son optimalité.

si P désigne une commsnde optimale du probleéme (3.1) la

loi du vecteur Xg,Xps «o-. Xy peut s'éerire é,(dxo)ﬁa (dX~),,,?iﬂ’1@K§
) y Xo 1 XO",‘TI.C:@.—.TE

et gréce & la définition de Cy on a T £ n’cﬁ(ih,x.) et donc
ceeeX Nl! i’ :
6] ° s ®
i

n
en notant P =P§;;on a:

P g
{ i

P. . Py P |
E:n@n=Vﬁ(o,y)§;E.§ﬁg,E,@ car @ﬁg@
Grice au lemue (1.7) on a:

# . o

Ph ¢ liminf Enj < b
E‘@§¥ imin ng <E

Et donc P est optimal c.q.f.d.
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3,5)Sur la resolution nmumérigue du probléme (3.15)
Nous avons vu quefﬂg%x(dy) solution de (3.15) est constant
9

par morceaux en X et Ve

Notons alors ,avec Aﬂ[}esp Ai]les ensembles sur lesquels

1 d% [resp Cp e,k (th)] est cte, R

Py =B ((ipn e £ tX'lhg‘“A)

ol P@* désigne la loi de probabilité construite sur Rﬂn+1)m

& partir de ﬁﬁ»comme en 1.3+
Notons'ﬁi,j le cout optimal sur Ay & 1l'instant ih.

(%3.15) se réécrit:

(3.16) p )

T, 82 -1
(Z_QL (J —J)’w J'<J"‘J) ,(12) GIZ' \‘L 3

Zaj 133 e ()

ﬁ? MinE:pJ

TL;] J

:‘5

Le résultat de 1l'optimisation sera pﬁij,
9

Chaque étape de la récurrence (3.16) est un probléme de

progremmetion mathématique dans R@i svece q:c&rd{j}
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