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ANALYSE DU COMPORTEMENT PERIODIQUE

DE SYSTEMES DE PRODUCTION PAR LA THEORIE DES DIOIDES

 Guy COHEN, Didier DUBOIS, Jean-Pierre QUADRAT, Michel VIOT.

RESUME

On utilise 1'algeébre des chemins (Dioide,(R, max, +)) pour modéliser
les systémes a événements discrets et on applique cette théorie & 1'éva-
luation des performances d'ateliers flexibles.

La théorie spectrale dans le dioTde (R, max +) est explicitée com-
pléterment (valeur propre, vecteur propre, moduloide propre, projecteur
spectrale, cyclicité)

ABSTRACT

We use the path algebra (DioTd (R, max, +)) for discrete event system
modelling and we apply this theory to the performance evaluation of flexible
machining systems.

The spectral theory of the DioTd (R, max, +) is fully investigated (ei-
genvalue,eigenyectorg spectral projector, eigenmoduloTd, cyclicity).

H! ! D PAPIER RECUPERE ET RECYCLE
d






ANALYSE DU COMPORTEMENT PERIODICUE
DE SYSTEES DE PRODUCTION PAR LA TIECRIE DES DICIDES

I. INTRODUCTION.

1.1 Motivation.

La motivation principale de 1'étude qui suit est le probléme de
conduite en temps réel d'un atelier flexible et le développement d'algo-
rithmes correspondants. Un atelier flexible est un réseau de machines
(pouvant éventuellement accamplir diverses opérations) relides par un
systéme de transport constitué de palettes portées par des chariots en
général filo- guidés, et un enserble d'aires de stockage. Les rachines
peuvent éventuellement faire appel 3 des outils amovibles, ces outils
constityant un parc partageable entre plusieurs machines.

L'atelier flexible est destiné 3 assurer la production simultande
de plusieurs types de pilces. L'objectif de production peut &tre défini
camme une certaine quantité a produire pour chaque type de piéce pendant
un certain laps de temps qu'on peut chercher 4 minimiser, ou comme un
certain taux de production (nombre de pi&ces par unité de temps) de chaque
type @ assurer. I1 faut alors imaginer un stock de sortie de 1'atelier
(par type de pigce) qui se vide au taux désiré et qui se remplit au taux
réellement produit. Ce stock (positif ou négatif a chaque instant) doit
alors €tre régulé autour de zéro. |

Le systéme est soumis & divers types de perturbations. On supposera
qu'il n'existe aucune perturbation au niveau de 1'alimentation de 1'atelier,
c'est-d-dire que le stock amont d'ébauches des pigces est toujours positif.



Les temps d'usinage des piéces sur chaque machine, les temps de transport,

de changements d'outil peuvent varier 1légérement autour de leur moyenne.

Ceci peut &tre causé par exemple par des 'bannes courtes" des machines, c'est-
a~-dire des incidents qu'une intervention immédiate permet de pallier. Par
contre, il peut intervenir des ''pannes longues' se caractérisant par une
indisponibilité prolongée de la machine et une mise en réparation. Le propre
d'un atelier flexible est de pouvoir poursuivre son activité en dépit de

ces indisponibilités, grace & une reconfiguration de la production qui soit
privilégie momentanément un type de production, soit utilise d'autres
cheminements dans 1'atelier pour assurer les mémes séquences d'opérations.

Le probleme global peut donc €tre vu comme un probléme de commande
optimale stochastique ou de régulation. Cette notion de régulation empruntée
d 1'Automatique des Systémes Continus correspond 3 une vision macroscopique
de 1l'atelier comme outil de production. A un niveau plus élémentaire, les
phénoménes sont clairement de nature discréte : essentiellement débuts ou
fins de tlches, conditionnant le début ou la fin d'autres tiches "aval' etc...

La difficulté du probléme est donc d'appréhender au sein du méme modéle
ces aspects ''continus'' et discrets. Intuitivement, ceci est obtenu par une
hiérarchisation du probléme oll ces aspects sont gérés i des niveaux différents.

L'une des contributions de 1'étude est 1'analyse des phenomenes qui permet de

parvenir naturellement 3 cette hiérarchisation.

1.2 Hypothéses et caractéristiques générales du medéle. Résultats

PTLNCLpaus.

En premier lieu, il nous a paru important de distinguer les phénoménes
de "pannes courtes' et de 'pannes longues' des machines. Ces derniéres sont
suppos€es intervenir i des échelles de temps "1on§ues“, c'est-3-dire qu'entre
deux pannes longues un nombre assez grand d'opérations discrdtes se déroule

€N moyenne.

Par ailleurs, ces pannes longues ont des conséquences importantes
puisqu'elles nécessitent en général une reconfiguration du systéme.

Les "pannes courtes' ou les autres causes de variations des temps
d'usinage, de transport, etc... peuvent &tre considérées comme des pertur-
bations d'effets négligeables, 3 condition que le systéme muni d'une certaine



stratégie de commande, soit stable c'est-d-dire ait tendance 3 amortir
leurs conséquences. C'est ce que nous verrons par la suite.

On adopte les hypothéses simplificatrices suivantes :

(i) pour un &tat de disponibilité domné des machines (c'est-i-dire
entre deux instants de début de panne longue ou de retour de répara-
tion), le fonctionnement est déterministe, c'est-a-dire que les
temps d'ex€cution d'une opération donnée (usinage, transport,
changement d'outil) sont connus et constants.

(ii) 1les phénoménes de blocage dfis 4 une saturation des aires de stockage
ou des conflits au niveau du réseau de transport sont ignorés ; la
raison de ce choix est la suivante : pour les aires de stockage, il
peut exister un stock en amont ou en aval de chaque machine, et/ou une
aire de stockage commune ; dans le second cas, le dimensionnement est
tel que la saturation est improbable en fonctionnement normal. Elle
peut méme &tre contrSlée en contrdlant le nombre total de palettes
présentes simultanémént dans 1'atelier. C'est ce que nous ferons. Dans
le cas d'aires de stockage "privées", il faut que le dimensionnement
soit adapté au volume total de palettes, mais aussi 3 leur répartition
"moyenne' dans 1'atelier. Des indications seront également obtenues de
ce point de vue.

Les conflits du systéme de transport eux-mémes ne sont probables qu'avec
un accroissement important du nombre de chariots en circulation que nous
chercherons & abaisser au minimum. Ce nombre de chariots (1) présents
simultanément dans 1'atelier sera en fait maintenu constant par la stratégie
suivante : dés qu'un chariot est 1ibéré (une pidce d'un certain type dépalettisé),
le chariot est immédiatement rechargé (éventuellement avec le méme type de
piéce) et est placé en attente de la machine qui constitue sa premiére

destination.

Définissons ce type de pi€ces comme une succession de couples ''opération-
machines' (ce qui peut amener & distinguer les mémes types physiques de piéces
suivant des cheminements différents dans 1'atelier). Le fonctionnement du
~ systéme est alors entidrement déterminé par les variables de décision

(1) ou bien le nambre de palettes portant un type de piéce donné.



/

suivantes : on considére un "motif élémentaire" définissant la succession

(ou ordonnancement) des passages de chaque type de piéce devant chaque
machine. Ces motifs seront reproduits périodiquement au cours du fonction-
nement du systéme. Leur dosage (nombre de piéces par type sur nombre

total) permet de refléter les ''ratios de production' désirés (proportion

de chaque type) ainsi que la politique de routage (pourcentage de piéces

d'un méme type physique suivant des chemins différents). Ces ordonnancements
€tant connus, le systéme rebouclé sur lui-méme comme on 1'a défini précédemment
fonctionne comme un automate détermministe asynchrone. Ce fonctionnement définit
exactement, a partir de conditions initiales données, les dates de début de
chaque événement et les taux de production atteints (respectant nécessairement
les ratios définis par les ordonnancements). '

Une contribution de 1'étude dynamique de 1'automate ainsi défini est
de montrer 1l'existence d'un régime périodique qui est atteint aprés um
. comportement transitoire dépendant des conditions initiales. Ce régime
asymptotique est stable, c'est-a-dire qu'aprés une perturbation, le systéme
tend naturellement a retrouver ce comportement périodique. I1 peut de plus
€tre caractérisé par une notion de valeur propre et de vecteurs propres de
la "matrice de dynamique' dans une certaine algébre. Ce résultat présente une
grande analogie de forme avec la théorique claséique des systémes linéaires 3
€tat continu et laisse pressentir qu'il doit &tre possible de développer une
théorie analogue pour ces ''systémes i événements discrets'.

Un autre résultat essentiel pour la construction de la hiérarchie que
nous avons évoquée au §1.1 est le suivant . Construisons un modéle statiaue
de fonctionnement de 1'atelier en termes de flots par type de pidce et par
chemin. Compte tenu des temps opératoires pour chaque type de piéce sur
chaque machine, on peut évaluer la charge de chaque machine et exprimer
que celle-ci est inférieure 3 100 % pour chacune d'elles. Si 1'on batit
un probléme d'optimisation sous ces contraintes, on obtiendra en général un
point extrémal de ce polyédre correspondant 3 la saturation d'une ou plusieurs
de ces contraintes, associées 3 certaines machines appelées alors "machines
menantes''. Du fait que 1'on raisonne en termes de flots, les notions
d'ordonnancements deviennent immatérielles. Comme on 1'a déja vu, ces
ordonnancements sont traduits dans des motifs élémentaires qui traduisent non
seulement les ratios de production sur chaque chemin (ce qu'expriment aussi
les flots) mais aussi 1'ordre précis de passage des piéces. Ainsi, pour deux



types de piéce (notés 1 et 2) sur une machine donnée et pour un ratio de 2/3,
les deux motifs suivants ne sont pas identiques méme & une permutation

circulaire preés :

11222 et 21212

La question est donc de savoir si les flots “théoricues"” calculés nar
le modeéle statique sont réalisables effectivement avec un quelconque ordonnan-
cement, une fois le régime asymptotique établi.

En fait, il s'avére que ces flots correspondent effectivement au régime
asymptotique du systéme lorsque 1'un quelconque des ordonnancements respectant
les ratios de production (par type de piéce et par chemin) est adopté. I1
suffit pour cela que le nombre de palettes (constant) présentes dans le systéme
soit assez €levé. On a donc un résultat important de découplage : on peut
effectivement & un niveau hiérarchique "haut' raisonner en termes de flot
en ne s'inqui€tant que des limitations de charge des machines 2 100 % ; on sait
alors que ces flots seront réalisables & un niveau 'bas", lorsque 1'on gére le
systéme '"piéce par pi&ce', pourvu que les "motifs' refldtent les ratios et
les routages et que le nombre de palettes soit assez grand. Par contre, un
bon ordonnancement permettra d'abaisser le nombre requis pour saturer la (les)
machine(s) menante(s).

1.3 Hiérarchisation du probléme. Comparaison avec d'autres approches.

En fonction des commentaires précédents, on voit donc se dégager deux
niveaux principaux d'une hiérarchie. Nous allons mieux préciser maintenant la
nature des variables de décision, des modéles et des aléas qui seront pris
en compte 3 chaque niveau et 1'articulation entre ces niveaux.

Au niveau haut, on peut formuler le probléme comme celui de réaliser une
production donnée en temps minimum (cf. Hildebrandt [ 71) ou comme celui de
réguler un stock fictif de sortie de 1'atelier duquel un certain flot de
demande est prélevé (Kimenia et Gershwin [22]). Le probléme est un probléme
de commande stéchastique'car on prendra en compte 4 ce niveau les pannes
futures des machines (4 travers un modéle statistique) que 1'on cherchera 2
anticiper. Les variables d'état seront donc de deux natures : variables
"'continues' représentant 1'état de la production cumilée par type de piéce ;
variables discrétes décrivant 1'état de disponibilité du parc des machines.




Les variables de décision sont les flots de production par type de pigce et
par chemin, sous les contraintes d'utilisation maximale des machines (0 ou

100 % suivant leur disponibilité).

La résolution du probléme a ce niveau peut éventuellement étre scindée
elle-méme en plusieurs niveaux €tant donné sa taille. Nous n'aborderons pas
plus avant la fornulation et la résolution du probléme 3 ce niveau dans le

cadre de ce papier.

On obtient apreés cette résolution des consignes pour le niveau 'bas'.
Ces consignes, en termes de flots, sont comme on 1'a dit r8alisables,
aprés un transitoire, par un régime périodique, pourvu que 1'ordonnancement
adopté refléte les ratios de production par type de piéce et sur chaque
chemin et que le nombre de palettes mises en oeuvre dans le systéme bouclé

soit assez élevé.

I1 est évidemment important que la durée d'établissement du régime
transitoire soit négligeable devant la durée moyenne qui sépare deux change-
ments de configuration de 1'atelier (panne ou retour de réparation d'une
machine). On examinera ce point, mais on peut forcer le régime périodique
en forgcant les conditions initiales pour lesquelles le transitoire n'existe
pas. Ces conditions initiales sont calculables comme on le verra.

Le probléme qui reste ouvert 3 ce niveau bas est le choix de
1'ordonnancement qui permet d'abaisser au minimum le nombre de palettes utiles
pour saturer les machines menantes. On a en effet tout intérét 3 réduire ce
nombre pour des questions de cofit des palettes, de réduction des "en cours'",
et d'abaissement des risques de conflit du systéme de transport ou de satu-
ration des aires de stockage. Ce probléme de nature combinatoire est complexe
mais on peut espérer tirer de notre analyse des indications permettant au
moins la construction de bons heuristiques. On notera que le nombre minimum
de palettes nécessaire dépend aussi, pour des ratios de production domnés 3
- la sortie de l'atelier, des routages (ou ratios sur chaque chemin).

I1 serait donc utile de pouvoir évaluer ce nombre afin d'incorporer, dans le

critére de choix au niveau haut, un coiit associé.




Comme nous 1'avons indiqué, 1'approche hiérachisée évoquée ci-dessus
se retrouve dans 1l'esprit, dans les travaux de Hildebrandt [ 7] et Kimemia
et Gershwin [22] . I1 nous semble que 1'étude ci-dessous constitue une
justification a posteriori de ces travaux. Au niveau bas, 1'analyse
déterministe du régime asymptotique que nous présentons sera comporée,
du point de vue des &valuations qu'elle permet, aux analyses probabilistes
bas€es sur la théorie des réseaux de files d'attente et sur les approches
dérivées (Operational Analysis, Mean Value Analysis). Le fait qu'un systéme
bouclé avec un nombre suffisamment grand de palettes atteigne naturellement
le régime périodique oll les machines menantes sont saturdes justifie aussi
les travaux de Hitz [ 8] et Léveque [21] ol un régime périodique
est forcé par 1'ordomnancement (et les dates d'entrée des pidces) pour le
systéme "ouvert'", la commande en boucle ouverte étant précisément constituée
par les instants ol les pigces sont entrées dans le systéme. On verra que
ces dates d'entrée "au plus t6t" (mais aussi "au plus tard") en régime
périodique sont automatiquement déterminées dans notre approche par le
fonctionnement du systéme bouclé (et par 1'introduction d'un systéme

d'équations d'évolution dual).

On pourra aussi comparer notre approche, basée sur une représentation
"linéaire' du systéme, mais pas dans le sens de 1'algébre classique, avec
les tentatives de ''linéarisation", au sens classique, des équations d'évolu-
tion d'un systéme de production par G.C. Ho [13] qui qualifie ces systémes de
"'systémes dynamiques événements discrets' (DEPS - Discrete Event Dynamic
Systems).

Notre approche présente aussi des points commms avec 1'approche de
Ramamoorthy et G.S. Ho [13] qui est basée sur les réseaux de Petri, mais il
nous semble que 1'introduction d'outils algébriques permet plus facilement
de développer des outils de calcul.

Enfin, il faut signaler que 1'idée d'utiliser la théorie des dioides
(base de 1'outil algébrique présenté ici) pour modéliser les systémes de
production, bien que redécouverte indépendamment par les auteurs, est contenue
en germe dans un article de Cunninghame- Green [2] datant de 1962 !




I1. LE CAS DE LA LIGNE DE PRODUCTION BOUCLEE,

2.1 Modéle déterministe.

On considére un systéme de production constitué d'un ensemble ordonné
de machines noté M, et d'un ensemble de palettes P.

On produit un seul type de piéces. Chaque piece doit passer sur chaque
michine dans 17orare de 1'ensemble M. Le temps passé sur la machine m ¢ M
est noté t, et est supposé déterministe et connu.

Chaque piéce, transportée par la palette p ¢ P, terminée est remplacée
immédiatement par une piéce 3 faire. Le nombre de piéces dans le systéme
reste donc égal a |P|, ol |P| désigne le nombre de palettes.

On peut représenter symboliquement ce systéme par une ligne de files
d'attente bouclée sur elle-méme ayant donc un nombre fini de clients |P|.

Y
]
v
i
1
i
|
!

'
i

tj tm t!Ml RV
FIFO FIFO FIFO

Le taux de production u , nombre de clients sortant par unité de temps
de 1a machine M , est une fonction du nombre de clients |P| dans le systéme.

Si chaque file d'attente est vue comme un réservoir dont le débit de
sortie est 1 , il est facile de se convaincre que les files d'attente autres
que celle associée a la machine la(les) plus lente(s) vont se vider et qu'au
bout d'un certain temps, quelle que soit la condition initiale un régime
périodique va s'établir correspondant a l'une des situations suivantes :

1) - 15 file d'attente devanf la(les) machine(s) la(les) plus lente(s)

n'est jamais vide et le taux de production est Min +~ ,
meM m



2) - il n'y a pas d'attente dans le systéme et le temps total passé par une

piéce dans le systéme est ) t.
meM

Au §4, ce résultat sera, entre autres, démontré rigoureuserment. Ce
résultat bien que trés intuitif n'est pas si facile 3 démontrer : il suffit

d'essayer pour s'en convaincre.

Le taux de production s'établit a sa valeur asymptotique, dés que | P|
pigces sont sorties du systéme. Par contre, le régime €tabli des stocks
peut &tre atteint beaucoup plus tard en fonction de la répartition initiale

des piéces.

Pour ce régime &€tabli, les inégalités suivantes sont vérifides :

- .
2.1 OSusum—E—- s ¥me M ;
m
(2.2) Tz § tos
meM
(2.2) |P| = Tu

T désigne ici le temps passé par une pidce dans le systéme :

- (2.1) exprime que le flut de sortie ne peut pas excéder le flot de chaque
machine.

- (2.2) exprime que le temps passé dans le systéme par chaque piéce est supé-
rieur 4 la somme des temps passés sur chaque machine.

- (2.3) est la formule de Little qui exprime que si le temps moyen d'arrivée

entre deux piéces est % et aue le temps moyen passé dans le systéme est T,
le nombre moyen de pi&ces dans le systime est Ty.

Pour une démonstration dans le cadre des problémes d'ordonnancement on
pourra consulter Conway, Maxwell, Miller [ { , Chap. 2]
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Ici T et M sont des inconnues. On peut représenter graphiquement (2.1)
(2.2), (2.3) :

pas d'attente

,////

IPI

la (les) machine la plus

lente est toujours alimentée

\:\Q>§:T&f\

Min p

Le point A est le point correspondant au régime périodique stable du

systéme lorsqu'il n'y a pas d'attente.

Le point B est le point d'équilibre correspondant au régime périodique
stable du systéme lorsque la machine la plus lente est toujours alimentée.

Pour le modéle précédent, on dispose donc d'une relation qui associe
au nombre de palettes le taux de production u

Min i P| > (Mi ) ( t) =p*
meM u > I I m:a M mZM m
(2.4) u(|p) =
_%;j??_ si [Pl = P"
meM m !

Inversement, le nombre de chariots mimimum assurant le taux de production

maximum possible Min u_est [(Min u)( z t )l od [ ] désigne la partie
meM
entiére en faisant 1'arrondi par valeur superleure

Le taux d'occupation des machines est obtenu en appliquant la formule de
Little 3 chaque machine en dehors de la(les)machine(s) la(les) plus lente(s)

(2.5) Mt = Nm
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No désigne le nombre ﬁoyen de piéces 3 la machine m et qui est €galement le
taux d'occupation de la machine m si m n'est pas la machine la plus lente
puisque dans ce cas, il y a au plus une piéce dans la file et lorsqu'il y
a une piéce, la machine est en activité. Pour la machine la plus lente, il
faut considérer les deux cas : |P| > P% alors 1le taux d'occupation est 1
et la longueur de la file d'attente est la partie entiére par défaut de N ;
{P| < P¥ alors N donné par (2.5) donne le taux d'occupation.

Dans la littérature sur les problémes d'ordonnancement le point de vue
exposé ici (flowshop bouclé sur lui-méme) ne semble pas avoir été étudié
bien qu'il conduise 3 des résultats explicites simples dans le cas d'une
ligne, et qu'il s'étende au cas du Jobshop comme on le verra aux chapitres
suivants.

Le point de vue le plus proche est celui adopté dans 1'étude des flowshop
et Jobshop statique par exemple Conway-Maxwell-Miller [ 1 , Chap. 5, 62. Signalons
également le travail de Hitz [ 8] qui force la périodicité du systéme en
faisant entrer les piéces de facon périodique et qui étudie les propriétés
du régime établi correspondant ainsi obtenu. Le travail (cf. Ramamoorthy,

G.S. Ho [13]) sur les réseaux de Petri est trés proche du point de vue
développé ici.

2.2 Modéle probabiliste.

On considére la ligne de files d'attente du paragraphe précédent. On
suppose que les lois de service sont exponentielles de parametres (um,me)- :
Cette hypoth&se est nécessaire dans le cadre de la théorie des files
d'attente, pour des disciplines de service cu type FIFC, si 1'on
veut disposer de formules explicites des variables décrivant les performances
du systéme (taux de production, longueur des files d'attente).

On est alors en mesure de calculer la loi de probabilité instantanée
34 1'équilibre de la longueur des files d'attente

1 M| "
(2.6) p(n.‘,...,nm,...,nlMl) = K H tm

no désigne le nombre de pig&ces dans la file d'attente m ;
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K est une constante de normalisation définie de telle fagon que p soit

une loi de probabilité c.a.d.

M -
thm

(2.7 K(IPI, IMD) = z .

ned ([P}, IM]) - m=1

= - i IM! =
avec n ¢ N(|P|, |M])e=n = (n1,..., nIMI) tel que m§1nm |P]

K satisfait la relation de récurrence :

K(x,y)
(2.8) K(x,0)

K(0,y)

tyK(x-hy) + K(x,y-1)
0

1
~ Le taux de production a pour valeur

RTINS

P désigne ici la probabilité définie par (2.6). O .

IM|-1 n S S
t m= «

Pl =0 = ger, D ) w1 ™

nel(|P], [M]-1)

(2.10)

_K(PL M| - 1)
K(IPI IMI) ‘

Le taux de productlon vaut dmc

L@ e, = g - K
T

On obtlent une autre formule pour le taux de productlon :

@ (el %—,&#‘T“ﬁ

En effet, on a :

' ‘M‘ P R
@ vt T cbegdon 1 B
neN (|| ,IM] neV(|P}-1 IM?S—T

|0
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(2.8) - (2.11) donnent donc un moyen de calculer la relation qui au nombre de

chariots associe le taux de production. Cette formule est exacte si les lois
de service sont exponentielles et est 3 comparer 3 la formule (2.4) aui est
exacte si les temps de production sont déterministes.

Lorsque |P|_~% , on pourrait montrer que

K(IPI, M) sup t
K(1P1-1, M) meM ™

(2.14)
ce qui correspond au flot obtenu lorsque la machine la plus lente est saturée.

Pour plus de détails et 1'étude de Situations plus générales (réseau

général, multiserveur) on pourra se reporter a Secco-Suardo [15] .

Ce résultat asymptotique obtenu par les files d'attente coincide donc
avec le résultat déterministe correspondant. Malheureusement, en dehors
d'une asymptote commme les relations |P| + u obtenues par les deux
approches peuvent &tre trés différentes.

Par exemple, considérons le cas tm=1, ¥m ¢ M, qui est la situation .
idéale dans laquelle on aimerait se trouver lorsqu'on gére un systéme de
production (utilisation caompléte de toutes les machines). I1 est alors
facile de calculer K(|P|,|M]).

IMI AN
10 1 10 55
9 l1 9 us
s |1 8 36 K(IPI,IM])
7 11 7 28
3 1 6 21 56 126 P
s |1 5 15 35 70 126
4 11 4 10 20 35 56 79
3 11 3 6 10-7 15 21 28 36 45 55 66
2 1 2 37y 5 6 7 8 9 10 11
1 1 11 1 1 1 1 1 11 1
oo "0 0 0 0 0 0 0 0 0
> |P|
0 1 2 2 L 5 6 7 8 9 10
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En fait, on a :

(2.15) K(|P|,1M|)=c:gl‘+|Mi-1

c.a.d. le nombre de possibilités de mettre |P| pi&ces identiques sur |M|
machines différentes.

Sur’ 1a diagonale |P| = |M| la formule (2.4) donne u = 1 quel que soit |M|
la formule (2.11), ou (2.13) donne :

M| = |P| 1 2 3 4 5 o

| 2 | 3| 4| 35 1
u(IP) 1 3 : | 7| = 5
stochastique 3 > 7 63 2
u(|P) 1 1 1 1 1 1
déterministe

Malgré les différences notables que 1'on obtient sur cet exemple, on
peut lire assez souvent que 1'approche file d'attente donne de bons résultats
surtout en ce qui concerne 1'évaluation des taux de production. En fait, on
peut conjecturer cgue pour un réseau quelconcue dés que 1l'on est dans une situa-
tion ol il y a plusieurs machines presque menantes, les résultats deviennent

mauvais lorsque |P| est de 1'ordre de |M}.

D'autres approches sont utilisées pour étudier le cas probabiliste

—— - —— o — - 1 o 2 o

de production par Suri [17] . Cette approche peut étre considérée comme une
version empirique des résultats expliqués dans ce paragraphe, c.a.d. sur une
'simulation a partir d'estimateurs des variables apparaissant dans les formules
précédentes, on en déduit d'autres variables en utilisant la formule de Little
et des formules valides lorsqu'une formule du type (2.6) est vraie. En fait, on
vérifie expérimentalement par cette approche si les formules obtenues par la |
méthode précédente sont correctes ou non, ceci sans faire d'hypoth&ses du type
loi de service exponentielle. I1 est bien évident qu'avec un tel point de vue
on n'obtient pas de formules nouvelles. ’
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de production par R.R. Hildebrandt [ 71 , consiste essentiellement & donner
un autre moyen de calculer les formules précédentes, basé sur le théoréme

suivant, th.3.12, Kelly [11] valide lorsqu'une formule produit du type (2.6)
est vraie :

"Quand une piéce arrive dans une file, la disposition des autres piéces
dans le systéme est distribuée selon la loi d'équilibre que 1'on aurait
obtenue en faisant comme si elles €taient seules dans le systéme'.

Sur notre exemple on en déduit la relation fondamentale :
(2.1 T ([P]) =t [T+ (|P] - )3

ol - rm(lPI) désigne le temps moyen d'attente et de séjour 3 la machine m

-n (|P]) 1e nombre moyen de piéces en attente devant la machine m
lorsqu'il y a |P| piéces dans le systéme.

De plus la formule de Little appliquée resp. au systéme complet et
a la machine m nous donne

217 (P = [P/} T (|PD
m
(2.18) ([P = u(|P]) 7 (|P])

(2.16) a (2.18) permettent alors de calculer par recurrence le taux de
production u(|P]).
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Faisons le calcul pour 2 palettes, 2 machines, tm=1 ¥me M.

résultat déduit de (2.4)

(situation déterministe)
& 0 1 2 2
i, 0 : 1 1
i, 0 . 1 1
™ 0] 1 % 1
T, 0 1 3 1
c | e |4 | 1

Les résultats sont bien évidemment les mémes que ceux déduits de (2.6)
et conduisent donc 3 la méme erreur 33 % par rapport 2 la situation

déterministe.

En conclusion, dans la mesure ol le systéme réel est plus proche du
modéle déterministe il semble utile de généraliser les résultats du type (2.4)
a des situations ot il a plusieurs types de piéces qui cheminent de facgon
générale dans le systéme, c'est le but des chapitres suivants.
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111, MODELISATION DU n/m/ JOBSHOP BOUCLE ET INTRODUCTION A L'ALGEBRE DU
DIOIDE (R, MAX, +)

3.1 Le diotde (IR, max, +).

L'étude de 1'existence de régime périodique justifiant les résultats
du paragraphe précédent ainsi que leurs extensions se raméne a la recherche
de circuit de poids moyen maximum dans un graphe. L'algébre des chemins dé-
veloppé par CGondran-Minoux [5] se révéle &tre 1'outil le plus agréable pour
cette €tude:c'est 1'algébre du dioide (IR, max, +). C'est 2 dire que 1'on
considére IR v {-=} muni de deux lois de compositions internes:max aue 1'on
notera ® et + que 1'on notera x. Cette structure algébrique est un dioide

® est commutative, associative, posséde un élément neutre -«, noté e.
* est un groupe et est distributif par rapport 3 @ , son élément neutre 0
sera noté e pour éviter les ambiguités de la notation multiplicative de
1'addition.
Dans cette algdbre, ® n'est pas inversible et donc n'est pas simplifiable

c.a.d que 1'égalité
a ® b=a & c

n'entraine pas

par contre ona a @© b =a sia2b ouplus généralement a @ b = a cu b.
L'équation générale du premier degré s'écrit :
a*xx® b=a"xx @ b'.
Elle a une solution unique si :

b' ~ . P . ) -
a >a' et b'>b alors x = e (ot -— désigne la soustraction
" ordinaire) ;

ou si

a' >aetb >b’ alors.x=% ;
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b & b’
a

o7 dans les autres cas elle n'en a pas.

dans le cas a = a' elle a une infinité de solutions x 2
b
+

; dans le

-t !
casb?b, X < 2

Une facon simple de faire les calculs est d'introduire la notation ©
@lors a © b = ¢ signifie a = b)et d'utilisera © b=a sia >b. Par
exemple soit & résoudre ;
3xx ® 2=2*xx ® 4
3G 2x=4 © 2

En utilisant 3 ® 2=3, 4 © 2=20n33x=4,x=—%—=1pardé—
finition de la division, inverse de *, donc la soustraction oul est bien 1'uni-

que solution de Max(3 + x, 2) = Max(2 + x, 4).

On définit des matrices auxquelles on applique le calcul matriciel
habituel si A et B sont deux matrices dont les éléments appartiennent Ru {-=},
la matrice C = A*B est définie par :

.y S5 = (D agedy - Max (@ * Byy)
K

A la matrice (n, n) A on associe le graphe G = (E, V) de sommets
E=1{1, 2,..., n),d"arcs V d'origine i et d'extrémités j si 5;11.j # €, de poids
a...

1]

Alors si 1'on désigne par AK = AxAx %A k fois, 1'élément A]icj a pour
valeur le chemin de longueur maximum joignant i 3 j constitué de K arcs ad-
jacents du graphe G.

Gondran et Minoux [6] ont montré 1'existence de valeur propre,vecteurs
propres,déterminant, dépendance linéaire,polynome caractéristioue. Le lien en-

tre ces diverses notions n'est pas toujours 1€ méme au'en algebre ordinaire.

Les calculs se font comme dans 1'algébre ordinaire moyemnant les régles de sim-
plification de 1'addition expliquées plus #aut ou bien comme indiqué dans

Gondran-Minoux [ 6]. Par exemple, calculons le polyndme caractéristique de

a ¢
(3.2) A= [d b:l

(3.3) -det (A ©@ )I) = ¢

(3.4 (@ ® A) (b e ) e cd=c¢

(3.5) Y ® ab=1i(a ® b) ® cd
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dont les solutions sont :

ycd ® a @ b

(3.6) A

et
ab

a & b
ab
a ® b

(3.7)

>
L1}

= Min (a,b) si ab >cd

IA

(3.8) A . siab =cd

a+b

2
ces formules. Elles sont obtenues facilement en exprimant de chaque coté de

Yab signifie dans 1'algeébre ordinaire . On vérifiera directement

1'égalité a @ b = a ou b.
On remarque que :
»=/cd @ a ® b est valeur propre,

*

en effet il existe une solution a

L Lo o]

La solution donne le vecteur propre (X, y)

X=e
E ; =
(3.9) g sived ® a @ b=a
S siid @ a e b=b
i \/§ sived ® a ® b=/cd
1Vec
d b . o= :
zoug si /cd ® a ® b=a=bsYcd (2 vecteurs propres)
(3.10) A= aag 5 n'est pas valeur propre, en général il n'existe pas de

vecteur propre associé.
La valeur propre

(3.11) A=V/cd ® a © b
s'interpréte comme le poids moyen maximum des circuits du graphe. Ici le gra-

phe G associé 3 la matrice [a © peut &tre représenté par
d b
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Dans 1'algébre ordinaire » = Max (a, b, E%é) est bien le résultat

souhaité.

3.2 Le flowshop bouclé dans le cas ou le nombre de palettes est égal

au _nombre d'éléments du schéma périodigue de la séquence

d'entrée des piéces.

On étudie un atelier flexible composé d'un ensemble de machines M de-
vant produire des piéces dont le type appartient & 1'ensemble J. On astreint
1l'atelier .a produire 1les différentes pi€ces pronortionnellement 2 un vec-
teur donné 3 1'avance que 1'on appellera ratios de production. Cette contrain-
te sera respectée en introduisant un ordre d'entrée des piéces, périodique de
facon qu'a la fin de chaque schéma périodique appelé I le ratio de production
désiré soit respecté exactement. Par exemple supposons que 1l'on ait 3 types

~

de piéces a produire proportionnellement 3 (1, 2, 3). La séauence d'entrée des

piéces aura une période de 6, | I | = 6, et on pourra prendre 1'ordonnancement
(3.12) 122 333 1 22 333
I I

les numérus dans (3.12) désignant les tyres de piéces. Un autre ordonnancement
aurait pu étre :

122 233 1 23 233
I I

Dans ce paragraphe on se place dans la situation la plus simple : on

suppose

- que 1'on dispose d'un nombre de ﬁélettes Pl = |I],

-lque chaque chariot est affecté 3 une piéce de la séquence d'en-
trée (dans 1'exemple précédent les piéces d'une méme période
seront distinguées 1, 2, 3, 4, 5, 6 les chariots seront numéro-
tés 1, 2, 3, 4, 5, 6 le chariot 1 portera toujours une piéce 1,

., le chariot 6 portera toujours la piéce 6),
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- les pieces passent sur toutes les machines dans 1'ordre
1, 2, «.. M , les temps d'usinage correspondants sont

alors motés t_.,m e M, i e L. ™

On définit alors un triplet de matrices (A, B, C) que 1'on associera
d un graphe du type potentiel tache B.Roy [14] multi-entrées multi-sorties.

- A est la matrice carrée.d'ordre |M||P]

(3.13) t si (m',i") = (m+1, i)
m,1
mEM:m# lM],l e 1
A(m,i), (m',i') = tm,i si (m"i!) = (m’ 1+1)

meM,i# [I,iel

€ ailleurs

- B est une matrice rectangulaire ([M|+]|I], IM] ]JI|) obtenu par

concatenation des lignes des deux matrices BM et BI ou BM est rectangulaire

(IMI, IM] I1]) et B! rectangulaire (}I1, IM] JII)

(2. 14) e sim'=m meM; i' =1 ;
M =
m; (m', i') =
€ sinon
(3.15) . e sii=i', iel;m=1;
5, i T
€ sinon

- C une matrice rectangulaire (|M| |I|, [M|+|I|) obtenu par con-
catenation de la matrice CM rectangulaire (M| |I|, IM]|) et la matrice C
rectangulaire (|M| |I], |I]) définies par

(3. 16) t sim'=m,m€M;i=iII;

o {

(m, 1) ; m'

(3. 17)

[ N
-

1 t_. sii'=1i,ie¢l ;m= M ;
C . = mi ’ ’ ’
(m, i) ; {
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Exemple Considérons un systéme 3 trois piéces deux machines avec des ratios

1/3 , 1/3, 1/3 a respecter et des temps d'usinage

7

2 3 4
t = .
56 7

A ce systéme de production on associe le graphe dont les noeuds représentent

les taches et les arétes les cuntraintes d'ordre 2

~

respecter entre les tédches

avec des poids égaux aux temps de la tdche de 1'origine de 1'arc. Les entrées

sont indiquées par des fléches pointillées rentrantes dans le graphe,les sor-

ties par des fléches pointillées sortantes. On a alors sur 1l'exemple le gra-

phe potentiel-tache suivant :

palettes
D e N
0, 0! |
Y Y Y
} 2 P 3 !
L - > - -
. 4
machines
2 3 4
Y A4 L 4
0 5 6 7
- -.>.— 4} > —-.) - —
I5 '6 "7
] I !
v v )
) i ,
wa— r -
e 2 I 2 € ¢ ! € €
e € 3 ! ¢ 3 ¢ € ! €
A= ee_ele el b e | o O
e g e ! e 5 ¢ 5 e e ! e ¢
e € € ! g g 6 e 6 ¢ | ¢
e € € | € € ¢ e € 7 ! e 7
c! M
e € ¢ !
e e g | £ BI
|
B = 2N - S
e € ¢ ! € e ¢
M
e € ¢ ! e € €| B
i=1 2 3 i=1 2 3

=1 m=2

[ N

e ke e e
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On note alors :

- x le vecteur M| |I| des débuts des tiches au plus tOt

- u le vecteur |M|+|I| indiquant les temps a partir desquels les
machines peuvent commencer a travailler [resp,les palettes sont
disponibles] ,

- y le vecteur [M]+|I] indiquant les instants ol les machines

[resp.les palettes] sont libérées au plus tét.

On a alors les relations liant les vecteurs (u, x, y), au sens de 1'al-

gébre du dioide (R, max, +)

xXA ®&@ uB
x C

(3.18) X
y

Les relations (2.1€) expriment oue le plus petit instant x(m, i) ol la
tache (m, i) peut commencer est le maximum du temps de libération, des téches
précédentes, de la machine et de la palette correspondante.

Théoreéme

u étant donné d x, y unique solution de (3. 18).

Démonstration

A étant strictement sur-diagonal ou le graphe correspondant G €tant

sans circuit,AlMH]Ii = €od € désigne la matrice carré d'ordre [I| |M| dont

tous les éléments sont e. Alors

AD

* o

(2. 19) A¥=% A"
n=0

T+

n=

on vérifie alors suivant Gondran-Minoux [5] que
(3.20) x =uB A"
est solution.

Unicité

S'il existe x solution de (3.18) alors
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XA ® BB=(xA ®©wB) A ® uB=xA> ® u(BA @ B)

xA ® wB) A ® u(BA ® B) =xA° @ u@BA’ @ BA © B) -...

~
1]

En utilisant alors le fait que A‘I‘+IMI= € et la définition de A*, on
en déduit que :

*

(3.21) X = uBA
d'oll 1'unicité.
On peut définir un probléme dual, notons

- q le vecteur [M| |I| des débuts des tdches au plus tard changés de
signe ;

- v le vecteur |M|+|I| indiquant les temps & partir desquels les
machines [resp.les palettes] devront €tre 1ibérés une fois le
travail achevé, changés de signe ;

- z le vecteur [M|+|I] indiquant les instants au plus tard changés
de signe auxquels il faut démarrer les machines [resp,disposer
des palettes] pour que le travail soit terminé 3 temps.

On a alors les relations liant les vecteurs (v, q, z) ausens de 1'al-
gébre de dioide (R, max, +)

q=Aq ® Cv

1 {2.22)
z = Bq

L'existence et 1'unicité de (3.22) se démontre de la méme facon aue pré-

cédemment. Et on obtient de méme la relation entrée sortie :
(2.23) z = BACv .

On peut maintenant reboucler le systéme,c.a.d enchainer les tédches
associées 3 une période de la séquence d'entrée avec les taches de la pé-
riode suivante. L'indice n sera affecté au numéro de la période de la sé-
quence d'entrée. Pour cela on considére la matrice carré K d'ordre

[I1+IM|, liant la sortie yn et 1'entrée un+1 par

(3.24) L YK .




25

Elle est prise diagonale = E)dans cet exemple.
e 1#]j
E désigne la matrice identité 'Lij = Je i-= i
Mais elle pourrait représenter un retard imposé dans 1'enchainement de la réu-
tilisation d'une palette ou d'une machine qui par exemple ne détériore pas

les performances du systéme.

On obtient donc le systéme récurrent donnant les dates de sortie au

plus t6t du systéme de production bouclé
(3.2 58 yn+1 =y KkBA'C y°® donné.

L'étude asymptotique de (25) revient 3 &tudier la valeur et le vecteur
propre de KBA'C, au sens de 1'algébre du dioide (IR, max, +). Elle sera faite au
chapitre suivant. Avant cela nous allons montrer comment cette approche se

généralise.

3.3 Généralisation du triplet A, B, C.

On peut généraliser 1'approche précédente a un graphe potentiel tache
B. Roy [¥] général.

Ve

Pour cela notons :

¥ la liste de tous les types de machines. a, désigne le nombre de

machines de type m dont on dispose, m € M.

J la liste des types de pieces.

I un mot constitué de lettres appartenant 3 J décrivant la sé-
quence d'entrée des pieces. ki désignera le nombre de piéces de
type i dans I, P le nombre de palettes de type i dont on dispose.

o, un mot constitué de lettres appartenant 4 M représentera la
gamme associ€e a la piéce i. la phrase f = {OL1 seees O I} repré-
sente alors 1'ensemble des gammes. On lui associe un mot M repré-
sentant la suite minimum d'opérations & considérer pour avoir une
représentation linéaire &es gammes. M sera le mot constitué des
lettres m de M, chacune répétée km fois ol km = Méx{nombre de fois
ol m apparait dans ai} 1'ordre étant sans importaﬁce. M sera ap-

pelée séquence de base sur les opérations.
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Une opération physique est alors complétement caractérisée par le couple
(m, i) ¢ M x I.Une décisiond'ordonnancement consiste a4 se donner une phrase
g = {31,,,,, BIWII}’ ol les B, sont des mots constitués de lettres de J dont

1'ordre dans le mot indique 1'ordre de passage des piéces sur la machine m.
Pour que 1'opération puisse étre effectude il faut qu'un certain nombre de
conditions li€es entre elles par des 'et logique' soient satisfaites. Par
exemple pour que 1'opé€ration (m, i) puisse &tre effectuée il faut que les

opérations

- (m', 1) disponibilité de la piéce i, ol m est la lettre qui pré-
céde m dans ay

- (m, i') disponibilité d'une machine de type m, oll i' est la lettre
qui précéde i dans B

- (m'", i) disponibilité de la piéce i'",

soient termin€es, dans le cas de 1'assemblage de la piéce i avec la pigce i"

sur la machine m.

A chacune de ces conditions on affecte un arc dans un graphe de sommets

inclus dans M x I. Par exemple dans 1'exemple précédent -on aura

5
2
W

(m, i")

(mH s i”)

(m", i)

(m, i)

A chaque arc on affecte un poids sorme de deux temps : le temps de 1'cpé-
ration associ€ée 3 1'origine de 1'arc et un autre temps pouvant avoir 1'in-
terprétation d'un temps de transport ou d'un temps de changement d'outils ou

de chargement etc....

La matrice A sera alors associée au graphe G(A) = (XA, V(A)))décrit

ci-dessus ol X désigne les summets, V les arcs de G.

On définit alors la matrice d'entrée B comme matrice d'un graphe bi-
parti d'origine dans MUI et d'extrémité dans X(A). L'élément Via de V(B)
ie I,a ¢ X(A), représente 1'arc joignant i 3 'a = (m,i) ol m est la premiére

lettre de X;.
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De méme Vma de V(B), m ¢ M, a ¢ X(A), représente l'arc joignant m 2
a = (m,i) ol i est la premiere lettre de B,. Les poids des arcs de V(B) sont

nuls.

On définit de fagon duale la matrice C comme matrice d'un graphe bi-parti
d'origine dans X(A) et d'extrémité MUI. Véi’ a e X(A), i € I représente
1'arc joignant a=(m,i)a iolm est la derniére lettre de oy (et symétriquement
pour V__. Ces arcs auront des poids ayant méme interprétation que ceux des

arcs de A.

3.4 Généralisation du rebouclage K

Pour chaque type de palettes et de machines on fait les divisions

I

(3.26) p; = n ki T, 0< < ki’ iel

n k +r,0<r <k, meNM
m m m’ m m’

(3.27) a,

qui définissent de facon unique les doublets (ni, ri) et (nm) rm).

Soit 1 ¢ J et soit my la derniére lettre de a; . Notons (i, ..., ik_)
i

1'ensenble des piéces de type i, dans 1l'ordre induit par le mot & .. On
définit les matrices X! et Ki carrées d'ordre |M| + |I| par

e si j=iz s j'=iz+ri et L+r. < k3

g
A §
JJ € sinon

¥j,j'eMul

_ e si j=i£ , j'=iq et g= & + r; mod. ki avec L+ 13 2 kj
X... 3 ~
JJ

€ sinon.

Mutatis mutandis, on définit les matrice K@ et K™ , M € M en échangeant les

rOles des indices i et m et des mots oy et Bm-‘
i

On effectue alors le rebouclage indiquant 1'instant o les palettes et
machines des divers types sont disponibles.

_ n-n n-n -1 n-n. . n-n;-1 _.
z n S m - -
.28 yi=z y Tk ey ™ ey ‘gtey &b
me M ied
Ce qui conduit a 1'étude du systéme récurrent :
n n-n n-np-1 _ n-n. n-ny-1 g
3.29) Y'=3 v ME" @y ' ez (v ‘B e v Eh,

m&}J '1 el
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avec :

i

Mea*c , BM= B oea'c,
(3.30) o
T-xlp*c , E'=K

tri
1}

On a ainsi un formalisme trés général permettant de traiter le cas du .
Jobshop, des ordonancements généraux, des opérations d'assemblage et de décou-
page des temps de transport et de changements d'outils,qui tient compte du fait
que plusieurs piéces du méme type peuvent apparaltre dans la séquence de base

d'entrée des piéces et que plusieurs machines de méme type sont utilisées.

E@margue

On remarque que 1l'on aurait pu formuler ce probléme en terme de réseau
de Petri temporel et que les jetons correspondraient alors aux palettes et aux
machines. Inversement les résultats démuntrés au chapitre suivant sont valables
pour un réseau de Petri dés aue le graphe obtenu, 3 partir du réseau de Petri,

en coupant les arcs ol il y a un jeton, est sans circuit.

3.6 Enoncés informels de résultats utiles pour les systémes de produc-

tion démontrés dans le paragraphe suivant.

Les terps de sortie au plus tét des piéces de 1'atelier sont donnés
dans le cas le plus général par une formule du type (3.29) que nous écrivons :

(2.31) . Yrtl.oyly

2
3

avec

o o " -1 yn-N+1)

~
(2]
.
wl
(3%

—

N:retard maximum apparaissant dans (3.29)

, [ 2, .
(3.33) H= A e ]
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(3.34) 'Aj = K BA*C od K; est la somme des K", K, k', X' conduisant au
retard .j dans (3.29).

-

La solution du systéme récurrent (3.31) détermine tous les événerents

du systeéne.

La premiére question d se puser est €videmment 1'existence d'un régime

stationnaire & (%.31) c.&.d. 1'existence d'une solution V de

(2.35) Y

YH.

La réponse est négative du fait de la présence de boucle de poids posi-
tif dans H. Par contre il existe X et Y tels que :

(3.36) AY = YH.

Y est un vecteur propre de H associé & la valeur propre ) au sens de
1'algébre du dioide. Dans le cas considéré ici,olt le graphe associé i la ma-
trice H noté G(H) 3 une seule composante connexe,X est défini de fagon unique
et s'interpréte comme le poids du circuit de poids moyen maximum. Appelons y
un circuit de G(H),W(y) son poids (somme des poids des arcs du circuit) et

n(y) le nombre d'arcs du circuit alors on a :

3 a= oz W) P (notation du dioide)
yeG(H)
(2.328) A = Max wiy) (notation habituelle).

yeGH) n(y)

Si 1'on désigne par vy le circuit de poids moyen maximum supposé uni-
que dans ce paragraphe, d = n(y*) son nombre d'arcs (le cas général, non uni-
cité de y*, sera complétement résolu), n(y*)x est la période du systéme et le
taux de production d'une piece quelconque de la séquence d'entrée est-%— .

Y est défini 3 une constante additive prés. Si 1'on fixe cette constante de fa-
gon a ce que Yi soit nul pour i un éveénement g.c.q. du circuit criticue,

Yj,j # i,s'interpréte comme 1'instant au plus t8t auquel pourra avoir lieu
1'événement j en régime périodique pour 1'origine des temps considéré.

De méme le systéme propre adjoint admet une solution

(3.39) uz = HZ
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u a la méme interprétation que A solution de (2.26) et x = p.

Le circuit critique,sous 1'hypothése d'unicité,est le méme et % est
défini 3 une constante additive prés,et en choississant un événement du cir-
cuit critique pour origine, par exemple i défini précédemment, Zj changé de
signe s'interpréte comme la date au plus tard 3 laquelle peut avoir lieu 1'é-

vénement j, en régime périvdique, si 1'on ne veut pas perturber ce dernier.

Une fois caractérisé le régime pé€riodique,la question naturelle qui
se pose est la stabilité de ce régime. Le résultat suivant précise cette sta-

bilité,
(2.40) VY, 3T :¥m=T YH = v g

Des contre-exemples simples montrent que en général T peut &tre grand et
n'est pas 1ié au nombre de sommets du graphe entrée-sortie mais semble plu-
tot 1ié 3 la deuxiéme solution du polyndme caractéristique de la matrice H
lorsqu'elle existe, ce qul correspond a 1l'intuition des systémes linéaires
classiques. Ce résultat général peut €tre précisé par la remarque suivante :

e

en un événement du cycle critique,(2.40) est vérifié avec T plus petit que

1'ordre de la matrice H.

Dans le cas général ofi il n'y a pas unicité du circuit critique les
résultats sont également donnés. La définition de d devient alors plus com-

pliquée.

Lorsqu'on augmente le nombre de palettes dans le systéme,la matrice
H grandit et H prend la forme

m

B M e

k!
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la sous matrice \ifl conserve des circuits a cause des reboucla-

ges des machines. Dans la premiére colonne,la suite des A. = ¢ s'allonge avec
le nombre de palettes,et donc les seuls circuits de G(H) sont les circuits

de 4 et des circuits contenant une suite de longueur 13 de e de H, croissante
avec le nombre despalettss rebouclés par des arcs de Aﬁ' I1 Sev1ent alors
clair que le circuit de poids moyen maximum sera un circuit de 4 donc un cir-
cuit associé au rebouclage d'une machine donc au circuit associé a la satura-
tion des machines du type le plus lent. Ce qu1 montre que quels ‘que soient
les ordonnancements des tdches sur les machines, il ex1ste un nombre fini de
palettes assurant 1a saturation des machines du type le plus lent, 1'optimisa-
sation des ordonnancements des tiches ne servant qu'a diminuer ce nombre de

palettes @ partir duquel les machines du type le plus lent sont saturées.

Enfin la détermination de la période et d'un circuit critique se fait
par un algorithme de Karp en O (m) m désigne le nombre d'arcs du graphe de H
et n son nombre de sommets. Cet algorithme raméne le probléme 3 la recherche
du chemin le plus long d'un sammet quelconque 3 tous les autres en n arcs.

Dans le paragraphe suivant les résultats énoncés sont précisés et dé-

montrés dans un systéme de notations spécifiques.
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IV, ANALYSE SPECTRALE DES MATRICES IRREDUCTIBLES

4.0 Introduction et Rappels de notations :

Les résultats du n° 4.1 sont empruntés a Gondran et Minoux [5,61].

Au n° 4.2, nous précisons la structure du moduloide des vecteurs propres
grice a 1'introduction du sous-graphe critique.

L'étude de la cyclicité (n° 4.3) semble originale et se trouve a la base
du comportement "périodique' des systémes récurrents linéaires (n° 4.5).

Dans ce paragraphe nous n'utiliserons jamais la multiplication ordinaire
a 1'exception ge calculs sur des indices ou exposants qui obéiront i 1l'arithmé-
tique ordinaire. On peut donc définir sans trep d'ambiguité sur RU {- « } les
opérations , ‘

A
+y = max (X,y)
I X. = max X.
. 1 . 1
i i
€ ='-00
Xy =X+Yy
n
X =1nx
-n
X = - nX
x”n —1—x
n
e =Ot

Sur l'ensemble des matrices (de dimensions appropriées) ,

(A+B)ij = max (A,
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Pour A matrice carrée d'ordre N, on notera G (A) = [X,U] le graphe orienté
associé a A, ol
X= {1,2, «..... s N}
= { (i,3) : Aij #e}
Pour tout chemin £ = {(i1,iz) ....... (ik-1’ ik) }

on définit le poids,

w@®@)=A . A .
13 12 17 13

et la longueur n(¢) = nombre d'arcs de ce chemin = k-1.

Un vecteur y # € est un vecteur propre (3 gauche) de la matrice A, s'il existe
un réel ) appelé valeur propre tel que

yA =Ay.

Si ) est valeur propre de A, on notera ¢ (A,A) le moduloide des vecteurs
propres associés a A .

La matrice A est dite irréductible si le graphe G(A) ne posséde qu'une compos-
sante fortement connexe. Dans toute la suite nous supposerons A irréductible et le
p.g.c.d. de la longueur des circuits de G(A) égal & 1 de telle sorte que toutes les
puissances AM seront elles mémes irréductibles.

4.1 Valeur propre.

Lemme 4.1 - Soit y une vecteur propre de A pour la valeur prgpre A ; alors :

A>e ,etVi ;i > €.

Démonstration.

J

Soit i tel que y; # € (i existe étant donné que y # ¢ ). 11 faut donc que

Aij = € pour tout j ; ce qui est contraire 3 1'irréductibilité de A.

Si A= € ona ZyiAij=E pour tout j, et donc Y; Ai' = ¢ pour tout i et tout j.
i

Soit X, = { i: y; = €l et X2 =X - X1 . Pour X, # @ on définit la partition :

A= sy =l y,) = (e ]y
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La relation yA = ) y entraine, y,A, = ¢ . Mais y, # ¢ entraine comme précé-
demment Ay = € ; ce qui contredit 1'Irréductibilité “de A.

Introduisons maintenant la quantité A égale au poids moyen maximum des cir-
cuits de G(A) ; X peut s'écrire :

5w VA0

Y

4.1 A
ol n(y) est la longueur du circuit v de G(A).

Rappelons que, €tant donné une matrice carrée A on définit, lorsqu'elles exis-
tent, les matrices A' et A* par,

+ 2 n

A = A+ A"+ ...... + A +,.,..
A* = T+ A+A% +. ..+

D'aprés [ 5 37 , ch. 3, § 2.3, theor. 1, une condition nécessaire et suffisante
pour que A" et A* existent, est que A ait tous ses circuits de poids inférieur ou
égal a e. Dans ces conditions,

= A+A"+ ..., A » N dimension de A.

A+
A+ s'interpréte comne le poids maximum des chemins joignant i i 3
jj > nterp poids joign j.

Par ailleurs, il est clair que

“.2) 1] ij  Siird
+

* . . +
.. = .. si et .. =€
A ii A ii 1 et seulement si A ii '

Lemme 4.2 - Soit ) donné par (4.1) et notons A, la matrice 2T A.

Alors A+A ’(respectivement A*A ) existe.

Démonstration.

Soit A un circuit de A, ; il est de poids A ) w(y) od w {y) est le poids de
ce méme circuit dans G(A) e% n(y) sa longueur. Mais par définition de ) :

w /Ay

D'oil w(y) < AL o () w(y) < e
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Théoréme 4.3 - A donné par (4.1) est l'unique valeur propre de A.

Démonstration. Vérifions tout d'abord que A est bien valeur propre de A.

Pour cela,soit Y, un circuit de G(A) de poids moyen maximum. Donc,

A=) P00 O gy ) - e

Par ailleurs d'aprés le lemme 4.2, (A;%i < e, ¥i.

Par contre si on choisit i e Y,» on aura

+ % _
(A 3= B4 =e

ce qui entraine 1'egalité des vecteurs (A+)- et (AY) . d'aprés (4.2).
A1 A1

» + ]
Nous allons en déduire que le vecteur y = (Ak)i’ ic¢€ Yo,est un vecteur propre

- - -~ > +
associé & A . En effet, d'aprés la relation AX A, = A
AT A

A = + .= ) (A% .= aat ) =
)z A(Ak A)\)l A(AX AK )i= AA >\)l AY.
On a donc démontré de plus,

Corollaire 4.4 - Soit i appartenant 3 un circuit de poids moyen maximum, alors

+ .
(Al )i est un vecteur propre de A pour la valeur propre A .

I1 s'agit maintenant de montrer l'unicité de A . Pour cela vérifions tout
d'abord que pour touté valeur propre A de A on a,

“4.3) A z1w /M,
Y

De la felation,

lyi=§yiAij » %3

on en déduit que le long de tout circuit

Vo= G (i) e Gy,1) ot

AY. =2y.A..
H
Ayi zy. A
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‘D'ou,

, 7R (Y)

Yiz Y w(y).

Et comme Y # € d'aprés le lemme 4.1

e 2 A-n(Y) w(y)

ot (4.3).
Pour terminer il suffit de montrer 1'existence d'un y tel que ) = w(y)1/n(Y)_
Soit y un vecteur propre associé 3 A :
¥ j,3i(j) tel =y .y Al
J,Bl(]) el que Ay] yl(J) 1(3)3

Soit alors H = [X,Y] ol Y c U, le graphe orienté obtenu en prenant pour Y
1'ensemble des arcs de la forme (i(j), j) (s'il y a plusieurs i(j) possibles, on
en choisit arbitrairement un).

Le graphe H posséde n sommets, n arcs. Son nombre cyclomatique est égal 3
son nombre de commexité. Et comme tout sommet a un demi degré intérieur égal 3 1,
il ne peut y avoir plus d'un circuit par composante comnexe de H.

Donc H est composé en général de K > 1 composantes connexes H1....HK, conte-
nant chacune un circuit et un seul. )

Soit alors y un tel circuit. Le long de ce circuit les indgalités (4.4) de-
viennent des égalités. D'oll 1'on déduit comme précédemment,

A'n(Y)

Y. W(Y) ’ 1e Y

yi i

et 1/n(y) .

>
I

= w(y)

4.2 Dimension du modulofde des vecteurs propres.

- ' .
Si A est de valeur propre A , par translation Ak = A 1A on peut toujours se
ramener au cas de la valeur propre e. '

Définition 4.5 - Soit A une matrice de valeur ﬁropre e. Un circuit vy de G(A) est dit
critique si,

wiy) = e.
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Un circuit critique est donc un circuit de poids (moyen) maximum pour A.

Définition 4.6 - Soit A une matrice de valeur propre e. On appelle graphe critique
de (A), le graphe orienté

GO(A) = [}"o’Uo] ol,
XO ={1i:3y, i€ y circuit critique de A }
UO ={ (i,j) : 3v, (i,])) © vy circuit critique de A}

En général GOCA) n'est pas irréductible.

Lemme 4.7 - Tout circuit de GGLA) est critique.

Démonstration. Soit vy = {(i,il).....(ik,i)}

un circuit de GO(A)o I1 existe
des circuits critiques Y seenee Yk+1tels que :

= ‘. . Q/'

1],i
Yk+? (1k,1) U Ri,i
k
Et T = {8 2.4 eeees % i } définit également un circuit passant
par i. k k k-1 - 1
Mais

w (yurT) =w(y1) PP W(X(+,‘)= e
wiyur)=w(y)w (D).

_ Et comme tous les circuits de A sont de poids < e, cela n'est possible que
siw(ly) = w(l) =e.

Lemme 4.8 - Soit A une matrice de valeur propre e. Si y ‘est un vecteur propre de

A, y est &galement vecteur propre de N pour la valeur propre e. De plus

ou X, est donné par la définition 4.6,
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Démonstration. La premidre partie découle de la définition de AT = A+ A2 +...An-1+...

et de 1'idempotence de +.
Pour démontrer (4.9 revenons au graphe H associé 3 y et qui a été introduit
dans la démonstration du théoréme 4.3.

Dans chaque composante connexe HK il existe un circuit Yy tnique tel.que
e = w( yk).

Choisissons arbitrairement un ik € Yk’

Pour j e Hk j # 1, il existe un chemin & de i, 3 j inclus dans Hko Le long de ce
s J & k
a

chemin on a les relations,
Yy =i Ay

1 1 it

Yi o= v A

J lp lpJ

D'ol .=y, w(l).
U Y; ylk €3

Etant donné que les chemins de poids maximum joignant ik d un sommet quelconque
de X ne passent pas a priori par j, on a 1'inégalité

+ +
2 A, < A,
HORN i
On en déduit,
+ + +
AL =y, W) AL <y. A,
Y5 A Vi, (0) A Vi M
D'od
, + .
y= I y.A. = Zyi At
jex 7 k1 Tk iy

Par ailleurs, come {ik"'}c Xo c X,

% K
z AL 2 T A . > . A .
RS R B ;o5& T Ay
JeX jeX

d''ol (4.5).
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Théoréme 4.9 - Soit A une matrice de valeur propre e. La dimension du moduloide & (A)

des vecteurs propres de A est égale au nombre de composantes connexes du graphe

critique(3OLA). Soit Ck’ k = 1... K 1'ensemble de ces composantes connexes et i,

un sommet arbitraire de C,. Les vecteurs A+i s,k =1... K, forment une base de J (A).
“AN\ k

Démonstration. Etant donné que les chemins de poids maximum joignant un sommet i

4 un sommet quelconque de X ne passent pas en général par un sommet j donné, on a
la majoration

Par contre, si i, j e Ck’ par i et j passe un circuit critique. Donc,

+ + + _
AijAji_Aii-e.

D'ot, pour i,j € Ck :

Donc, pour i,j e Ck :

+ + + . + _ + 4
(4.6) A i~ A ij A.j et réciproquement A ;= A ji A i

. + .
C'est dire que par composante, tous les A . (qui sont vecteurs propres de A
d'aprés le corollaire 4.4) sont colinéaires.

Soit i € Ck et supposons,

(4.7 A+i _ A*i. AT,
j €X0_ Ck J 3

I1 va exister j eXo- Ck tel que
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C'est dire que 1 et j sont sur un méme circuit critique, contrairement 3
1'hypothése Je:X - C,. Donc {4.7) est impossible et les A+ » k=1... K for-
ment un ensemble 11ne§1rement indépendant. k

Soit maintenant y un vecteur propre de A. D'aprés (4.5) et (4.6),

+ + +
y AT, = 3 2y AT A, .
jex 3 0J k (jeCk J Jlk) Ik

]
~
«<
>

D'ol le résultat.

4.3 Cyclicité,

Définition 4.10 - Soit A une matrice de valeur propre e. A est dite cyclique d'ordre

d, s'il existe n, tel que

= A" , ¥ n 2 n_.

An+d
o .

Remarque 4.11 - Soit A une matrice de valeur propre A . Dire que A A ="' A est
cyclique d'ordre d, entraine

Ap+d d Ap

= A , ¥n2n_.

o

Par extension nous dirons également que A est cyclique d'ordre d.

Définition 4.12 - Soit A une matrice de valeur propre e, et C1 sese Ck les compo-

santes du graphe critique GOCA). On appelle période de Ck’ le p.g.c.d. de la lon-

gueur des circuits de C, .

D'apres le lemme 4.7, ces p.g.C. d° sont calculés uniquement sur des longueurs
de circuits critiques.
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Théoréme 4,13 - Soit A une matrice de valeur propre €. _Supposons toutes les compo-

santes de QO(A) de période 1. Alors A est cyclique d'ordre 1.

Démonstration. Supposons tout d'abord que Ck contienne une boucle critique en io.
D'apres (4.6) pour tout i ¢ C, ,

+ + +

A, = A .. A
1

p = = ' .
(4.8) ATy = ATy “Aa A G

Mais pour tout n > p la relation (4.8) sera conservée car en bouclant (n-p)
fbi§ en i on obtient un chemin de i 3 j de longueur n et de poids toujours égal
aA i 1€ maximum des poids des chemins de i 3 j. .

Donc dans le cas oi Ck contient une boucle critique on aura,

ntl _  n _' + .

Supposons que Ck ne contienne pas de boucle. Dans ce cas il existe deux cir-
cuits v; ,y, inclus" dans C, et de longueurs n, et n, premiers entre eux. Soit i
un point arbitraire de C, ; “il existe, un chemln de %ongueur 2y joignant i 3 un
point i; ¢ vy, , un chemift de longueur %, joignant i, a4 un point i, € v , et un
chemin de longueur 2; joignant i, a i, (tous ces chemins &tant inclus dans Ck).

Par ailleurs d'aprés le théoréme de Bezout , il existe v_> 0 tel cue tout
. entier n 2 Y soit obtenu comme combinaison de multiples positifs de n; et n, :

H-% >0,¥n 2V.s 01, G 20N =03 N +o0 N,

Donc pour toutm >m. = @) + f2 + Q3 + Yo il existe un circuit de lon-
gueur m inclus dans Ck et "_passant par le point i. Et d'aprés le lemme 4.7 ce cir-
cuit est critique. :
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Soit alors,

i e arg min m,

° ieC *

D'aprés (4.6) pour tout i ¢ Ck’

+ + +
Ay = Ay Ay
(o] (6]

Soit p < N tel que

p _ +
Ay = A4y
Pour m = ml on aura encore,
0
p+m + + +
A .. = A .. A . = A ...
ij i i ij

Donc on peut affimmer que :

1 n +

n+
4.9 ¥ n 2 N-1 +miO’Vi€Ck’ Al =Ai '-"'Ai'

Pour j donné, j ¢ XO, on va montrer pour terminer que,

n
(4.10) qn, ¥n = n , A. = 2 AN A%,
°© ° J ie X t 1
o]
I1 exist < N tel S
existe p; el que Aji = ii

et pour n x max pj :

n P; n-p:
Az X AT AT,
ieX, It .

Mais d'aprés ce qui précéde pour n suffisamment grand,

n=pj + .
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n : + + .
4.11) AS' > 2 Aji A i (2 partir d'un certain rang).
ieX
)

Introduisons maintenant,

> wiy) 1/n ()
Y« X,

Donc n < e. Et si les chemins optimaux definissant Apj ne passent
pas par X_, ils vont comporter des circuits de poids moyen < n . D'ol la
majoratio

E4
n (n-N+1)
Aﬁ <7 A 5 = € pourn - .

En comparant avec (4.11) il existe donc un notel que,

n
PRI S
J j eX J 1

Et 3 partir de n, (4.10) sera vérifié.

Remarque 4.14 Au wvu de la démonstration précédente,il apparait difficile
de domer une estimation précise du rang n, 3 partir duquel les matrices Al
deviendront cycliques. Cette cyclicité est atteinte par ligne A" de facon
différente selon que i ¢ X .ou non. Pour i e X5, ce rang est de 1'ordre de
N, plus un "effet Bezout' difficilement quantifiable, lorsque les composantes
ne contiennent pas de boucle.

Pour i ¢ X, le rang est fonction des valeurs relatives entre n et le
poids des cheminS joignant i 3 un sommet quelconque en passant par Xo. Pour
illustrer cette situation voici deux exemples :

Exemple 1 - '"Effet Bezout'".

Cas d'une matrice 3 x 3 telle que G (A) ne posséde qu'une seule compo-
sante connexe générée par deux circuits 1Tun de longueur 2, 1'autre de longueur
3. On est donc dans une situation ol X, = X, A est cyclique d'ordre 1, J(A)
de dimension 1.
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e -1 =3 e -1 -1 e -1 -1 e -1 -1
A=l e e | M= 1 e 2| A1 e e A=|1 e e
1 -2 =2 -1 - e e 1 e =2 1 e e
n
limA =A° =20 = .....
La cyclicité apparalt donc au rang n, = S pour uyn N = 3.
Pour terminer cet exemple notons que
e -1 -1
A=l 1 e e
1 e e

.. . + . . .
et on vérifie bien que toutes les lignes de A sont colinéaires, i.e. dim V(A)=1.

Exemple 2 - Importance du n .

[-n -2 e
A=1_4 e GO(A) :
n [ n”n -2 7]
A= -1 e | si o< 3
-3 -2 ] n
n_ .
A= -1 e si n >3
-3 -2
n

Donc pour n voisin de e, n

o = min {n® > 3} peut 8tre trds grand.
n

Notons que A=A (sur cet exemple) et que (-1,e) est "l'unique'vecteur propre
a gauche de A.
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Corollaire 4.15 - Soit A une matrice de valeur propre e. On suppose que Gole

ne posséde qu'une composante connexe de période d.

Alors A est cyclique d'ordre d.

Démonstration. De facon classique on définit dans G_(A) la relation d'équiva=-
lence : 1 nj si la longueur de tout chemin allant de i & j est multiple de d.
I1 existe d classes pour cette relation que 1'on peut noter CosC1 seee Cg-1
de telle facon que tout chemin partant de Gy, et aboutissant dans Cj ait

une longueur congrue a k-h (mod.d). De plus si i55i1 4... ik sont les sommets
successifs d'un chemin et si ij € .Gy alors iy eC k Ou4 Py = p + k (mod.d).
Donc tous 1les chemins multiples de d aboutissent toujours dans la classe du
point d'origine.

C'est dire que G (Ad) posséde les d classes C ,Cé...., Cd_1 comme composantes
nt

connexes de péridde 1. Et du théoréme 4.13 i1%i

;@ﬁ)n+1= U@fl , ¥nz=n_.

A@+1) d+r _ nd+r

D'ol , ¥O0sr<d,¥n=2 n, .

Et Ap+d = AR , ¥nz2 nod.

Remarque 4.16 - Si G_(A) ne posséde qu'une composante connexe de période d,
3 (A) est de dimension 1, par contre z?(Ad) est de dimension d et naturelle-
ment & (A) c ¢ (A¥). On peut trouver une certaine analogie de structure avec
le théoréme de Frobenius pour les matrices stochastiques : un seul vecteur
propre pour la valeuyr propre 1, d vecteurs propres associés aux valeurs pro-
pres solution de sd = 1.

Corollaire 4.17 - Soit A une matrice de valeur propre e, Ci ..... Gy les com-

posantes de G,(A), d; la période de C,. Soit d le p.p.c.m. des d,, alors A

L

est cyclique d'ordre d.

Démonstration. Chaque composante C¥ de G, (A) se subdivisant en d, composantes

de période 1 de GOCAd), GOCAd) se trouve®donc constitué de (d1 +7 dg.... + dk)
composantes de période 1.

Remarque 4.18 - Dire que A est cyclique d'ordre d entraine que les vecteurs Ani
sont vecteurs propres de A% pour n suffisamment grand. De plus,

(4.12) ¥ k, ¥ y vecteur propre de Ak, alors y est vecteur propre de Ad.
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En effet,

¥,y (Ak)n =y => sink est suffisament grand

K+d d _ _nk -
yATTE = ya® =y =y

4,4 Structure des ’T&@jecteurs Spectraux”.

Une maniére équivalente de définir la cyclicité d'ordre d d'une matrice
A de valeur propre e, serait :

(4.13) An, ¥n, m >n, n = mmod.d) = AR = AT,

Cela permet de définir les opérateurs Qo’QT’ cenes Qd-1 par,

(4.14) Q, = lim { A" :n= h(mod.d) } ,h=0,1..... a-1.

>

I1 est clair que Qh = Qo Ah = Ah Qo'

Lemme 4.20 '490 est un projecteur (le projecteur spectral de Ad). Si de plus

. - .. ; + -
pour i ¢ Xo*—Xi désigne le vecteur ligne (Ad)i , et z; le vecteur colonne

d.+
(A) i,on a,l

@15 Q= X z, ®@y ,

. 1 P
1 EXO

de facon plus précise pour j ¢ Xo et 2 quelconque,

(418 Qs =(F ® Y g,

Enfin si le graphe critique GOLA) est composé de K composantes connexes Ck de

période dk’ k=1 1ens X, le rang de Q, est égal a d1 + d2 + ..., dKL
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Démonstration.

I1 existe vy  tel que Q, = Avd, Vs 2 _ ,2vd _
pour v 2 v .

Sijce Xo’ d'aprés (4.9),
oadat d.+ d.+
. = ..oo= (AT).. (A7), = ( z. .
Q)i = WD), = 0] 9], = (7, @ ¥
De plus toujours pour j e XO,

- — _ eadit d.+ dy+ _ , = - .
(zl® }’1)32- A)Jl (A)l'q' < A)J,Q, "(Z®Y) 3

Par ailleurs d'aprés (4.10) pour j ¢ Xo,

i d+ A+ _
Qs - EX ol @], = L (FeT), -
(s} . (o]

Enfin si le graphe critique G_(A) est composé de K composantes connexes
Cy de période d, GO(Ad), d = p.p;cem.dy, sera composé de d; + dp +* wee. + d
cgmposantes. D'aprés 1le théoréme 4.9, le moduloide des Vec%eurs propres de
A" est de dimension dq + d, + ... + d; et de 1'ensemble des (Ad)i =Y. ,
ie on peut extraire un“systéme de " (d, + d2 + eene dk) vecteurs propres
de A® 1linéairement indépendant. Le rang ée Q0 découle ™ donc de (4.16).

Pour étudier la structure des Q, nous aurons besoin des opérateurs,

@hh* oA 4 a3 s andth

ofo., Osh < d"‘]a

C'est donc la matrice des poids maximum des chemins de longueur congrue i h
(mod.d).

Remarquons que

@an @bt o ah adyr o oady* by

Pour commencer nous supposerons que G_(A) est réduit 4 ume composante de
période d. Comme .dans le corollaire 4.15, n8us noterons CosCq see C 1 les com-
posantes de G (Ad) : par construction tout chemin critique partant ﬁle Cy, et
~ aboutissant dans C. a une longueur congrue 3 h-k (mod.d). I1 sera également
utile de noter pour tout entier h : Ck-!-h = Ch' ol h's k+h (mod.d).
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Sous ces hypothéses,si, j ¢ Ck et ie¢ Ck+h’

+ d,d~-h.+ _ +
G @B - aht = ..

(4.18) adsh

Lemme 4.21 - On suppose GO(A) réduit 3 une composante de période d.

Si  j e Ck’ ie Cisp, » On 2@ la relation

d,h .+ d,h,+ +
@bhy = ePhah] .

Démonstration. D'aprés (4.18)

j L

@y ah] s et = @i abhl adh
< @b h)Jl ah; .
Lemme 4.22 - Sous les hypothsses du lemme 4.21 et si j X, (Qh)j = adhy?
Démonstration.
Q= % Q)sp
) Z (A )JP p 2

> adyx b
p ( )jp p L

(Ad’h K (d'aprés (4.17) ).

Lemme 4.23 - Sous les hypoth&ses du lemme 4.21, soit ¢ une application de Xo

dans X  vérifiant j e Cy = ¢(3) € Ck+h’ alors

, d,h.+
ize:Xo @ )J (J) ¢ (3) )

(4.19) Qh
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Démonstration.

_ h
(Qh):UZ: % (Qo)ipAp L

P 7, 00 005, A,

i

d+ 3 dyx 4h

AT AT A

jex()lJP()JP pL
o)

™

2
= j €Xo (Ad);.':j (Qh)jz (d'aprés le lemme 4.22)
d,+ d,h,+ d,+ <
= jZeX 935 AN 6 @ )p(jyg (d'aprés le leme 4.21)
0

_ d,h.+ - —
“jzx A7 50 07 ® Vo4 D -
€ %o

Corollaire 4024 - Soit Ck, k=1 <eeo K les composantes connexes de période
_dk de GO(A) etC, k=1.... K, 2=0,1 .... dk - 1, les composantes de pé-
riode 1 de 6 (A%, d = p.p.c.m. (d).

Soit «’k : Ck —>Ck telle que j ¢ Cl’i = ¢(j) € Ck’?‘+h (mod.dk) .

Alors,

hd
AN

(4200 = X X @bt

Y. N 2 ® Y (9o
k1§ eCy Jer G 7) %

4.5 Application aux systémes récurrente lindairves.

Théoréme 4.25 - Soit A une matrice irréductible de valeur propre A et de cy-

e v, . n . -~ - . « .
clicité d. Soit yn et z_ les solutions des systdmes récurrents linéaires

(4.27) yn = yn_1 A, Yo donné, n > O (systéme primal)
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n+1

AN
2z

(4.22) T=-Az (systéme dual)

N
|

s Zy donné, n

I1 existe n_ tel que :

doodyh ) v

Ad o, pn , ¥n

[\
=

(4.23)

IA

-l _ .
NO

De plus (4.21) et (4,22) sont duaux au sens,
| n N n ‘
(4.24) V.= Y2 =Cc , ¥ 0O<ns<N

. i“i
i=1

En fonction de la structure du graphe critique GOCA) et des opérateurs
%, (n° 4.4) on peut préciser (4.23) de la maniére suivante :

ler cas - EO(AJ réduit 3 une composante de période 1 :

A est cyclique d'ordre 1

yn =\ Yo Qo » Nz n..

Q, est projecteur de rang 1.

Exemple. On reprend 1'exemple 1 de la remarque 4.14 :

L}
(o]
[¢]

= 1im A"
% N 1

¥ (A) engendré par (1,e,e) colinéaire a (e,-1,-1)
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2eme Cas,: §o JA) réduit 3 une composante de période d.

A est cyclique d'ordre d
yr o= AR nzh (mod.d), h = 0,1 d-1, n = n
Yo @ » nTh @040, h= 0,1 .o d-l, n oz n

Q0 est projecteur de rang d

Qq=A'q =g A

Exemple. G0 (A) engendré par un circuit critique de longueur 2 :

-1
-2 =1 -1
A=]1 -2 -3 G.(A) : ®.O@
o 1
-1 -1 -2
' 1
A est de cyclicité 2 :
e -2 -3 -1 =1 -1
A=]-1 e e A1 a1 =2
e =2 =2 -1 =1 =1
"e =2 =27
Q = lim (A" :n=0mod 2) =A* =A0= ... = [e e
n e -2 -2
. -1 =1 =17
Q = lim (A" : n=1mod2) =AS =0 = ... = |1 -1 -
n | -1 -1 =1
¥ (A) est de dimension 1 :
e -1 =1 .
A= 1 e e J (A) engendré par (1,e,e) colinéaire a (e,-1,-1)
e =1 -1 ‘
J (Az) est de dimension 2 <= Qg de rang 2 :
(es '23 "2)

2 . :
J9(A”) est engendré par les vecteurs {(e, e, e)
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3éme cas - go(_A_)_c_omposé de K composantes C ... C de période 1.

] O

A est cyclique d'ordre 1.

n n
y = Ay, ,nZn

90 est un projectenr de rang K

Exemple : deux composantes réduites 3 deux boucles.

e e
Bl Q  Q
A = -3 e e Go(A) - ‘/ <
[ e -2 -2 ' 0 Q@
[ e -1 -1
A2 = e e e
L. € -1 -2 . *

e -1 -1

..... e e e

O
n
[y
'Jl

8
»
[=]
]
>
[]
[
]
]

e -1 -1

¥ (A) est de dimension 2 &> Q_ de rang 2
(e, =15 -1)

# (A) est engendré par { (e, e, ).

Cas général - GO(A) comporte K composantes Ck’ k=1 .... k de période dk'

A est cyclique d'ordre d = p.p.c.m (dk).

n 5383 -
y = Ny, QG » 0= h (mod.d), h=0,l... d=1, n 2n.

Qo est un projecteur de rang d, + d2 + ... + d

1 k*
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Exemple 1 - GO (A) formé de deux composantes : l'une engendrée par une boucle,

1'autre par un circuit de longueur 2.

A est cyclique d'ordre 2.

G (a)

e e -1 -1 e 1
A2 = -1 e e A3= -1 e e
-2 -1 e ) -1 -1 -1
. e e e
Qo=lim(An:nEO mod2)=A4=A6= = - e e
n | -2 -1 e
[ -1 e 1]
. n 5 7
Ql—llm(A n=1 mod 2) = A" =A = = -1 e e
" -1 -1 -1}
e e 1
+
A = -1 e e
-1 -1 e
(e,e,l)
¥ (A) est de dimension 2, engendré par
J (_193,3)
(e3eye)
Q de rang 3 (e 0(A2) de dimension 3, engendré par (~1,e,e)
0

(-2,-1,e)
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Exemple 2 - GO(A) composé de 2 composantes : l'une engendrée par un circuit de

longueur 2, 1'autre par un circuit de longueur 3.

A est cyclique d'ordre 6.

-1
-2 -2 -1 =3 =2 ®/—\4 @
1 -2 -3 -1 -2 N /
e
) e (a) 1=
A = -1 e -2 -1 =3 o @
-3 =2 -1 -1 1 1
-1 -2 -2 -1 -l @/\,@
- - R~
-1
™~ e " -
-1 -1 =3 =2 =2 e =3 =2 =2 -
-1 -1 e -2 e e e -2 -1 -
2 3
AS = 1 -2 -2 -1 e AT = -1 -1 e -1 e
-1 =1 e e e -1 -1 -1
~1 -2 -2 =2 e | -1 =2 -2 -1 -
92 -2 -1 -2 -l 1 -1 -3 -2 -1
1 -2 -1 -1 e -1 -1 e -l e
4 5
A = e e =2 -1 e A = 1 -2 -1 -1 e
e -1 =1 e e e -1 -1 =1 1
| -1 -2 =2 -2 e | -1 -2 -2 -1 -1 |
T e -3 -2 -2 -1 | 2 =2 -1 2 -1
e e "~2 -] e 1 =2 -1 1 e
A6 = -1 =71 e ~1 e A7 = e e =2 -1 e
e -1 71 e e e vl =21 -1 1
-1 =2 =2 -2 ¢ 1 -2 -2 -1 -1
-1 =1 =3 =2 =1 e -3 -2 -2 -]
-1 =1 e -1 e e e -2 -1 e
8 9
A = 1 =2 -1 =1 e A = -1 -1 e -1 e
e =1 -1 e e e -1 =1 =1
-1 -2 =2 -2 e ‘ -1 -2 =2 -1 -1 _|




55

o, - A6 12
0, - RARRENE
0, - W8l
Q = P
o - ORI
QG = A=l o,

(1,e,e,-1,e)

¥(A) est de dimension 2, engendré par (e,-1,-1,e,1)

0(A6) est de dimension 5, engendré@ par les lignes de Qo.

Remarquons que les lignes de Qh » h # O s'obtiennent bien & partir de celles de

Qo par permutation et multiplication comme dans (4.20).
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V. ALGORITHME DE KARP ET APPLICATIOMS MUMERIQUES

Si G(H) désigne le graphe associé 3 la matrice H définie au § 3.5, n le
nachbre e sormets et & le nombre d'arcs. Un algorithme en O(rn) est donné par
Karp [10] pour calculer 1¢& poids du circuit moyen maximum dans un graphe

fortement connexe.
C'est la formule suivante :

(5.1) A = Max Min
j=t,...n O <k sn-1 n-k

ol A est solution du probléme spectral
(5.2) AY = YH
au sens du dioide.

La démonstration de (5.1) (Karp [1Q) montre que pour tout circuit criti-
que il existe un sommet appartenant d celui-ci réalisant le maximum dans (5.1).

Placons nous dans le cas générique ot il y a un seul circuit cri-
tique. I1 existe alors j* et k™ réalisant respectiverent le !'ax et .le !Mfin
de (5.1). Alors la longueur du circuit critique est d = n - K.

Le systéme récurrent est alors de cyclicité d.

La caractérisation du régime périodique nécessite la connaissance des
vecteurs propres & gauche et & droite de Hd. Ilyenad:
YO, v, v e 22, 21, L. 2%er. remaraue 4.16)-
Les formules suivantes permettent de les calculer
Y0 - Hy%
(5.3) =0

n-1 kd / Akd



(5.4)
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n-1 kd
kd
o _ H..*/)\
2= 2, M
0
AR h=1, .... d-1

v° = YO/,

n-1

(H/A)d n'ayant aucun circuit positif (Hd/kd)*= :E: (Hd/)\d)k existe, alors
les lignes de (Hd/xd) correspondant i des somme¥§odu circuit critique sont
des vecteurs propres a gauche (cf § 4)-

On dispose donc d'un algorithme en O (dmn) pour calculer A,YO,Yd—1,Z°...Zq-
Si 1'on se souvient que pour un atelier flexible : n = [M|+]I| (norbre d'opé-
rations d distinguer pour rendre la gamme linéaire plus nombre de pi&ces de
la séquence de base d'entrée assurant les ratios de production) ; m est de
l'ordre de ( |M |+ |I |)2 car le graphe entrée sortie est presque plein ; alors
on dispose d'un algorithme en O(( |M |+ |I] )Sd) pour une connaissance com-
pléte du régime périodique dans le graphe entrée sortie pour un systéme récur-
rent ayant un seul retard. Dans le cas général le cofit est O((]M]+III)2 (ptq)d)
ol p désigne le nombre total de palettes dans 1'atelier et q le nombre total

de machines.

D'autre part, le calcul de la matrice H cofite O((IMI+III)3) opérations.
L'algorithme d'évaluation des performances de 1'atelier est donc
0 (( [M] + |1 )2 (p+q)d) ce qui se compare favorablement aux algorithmes
du type Mean Value Analysis. Seul le modéle file d'attente le plus simple #
(une seule classe de client, monoserveur) gagne un ordre de grandeur par rap-

port au modele proposé ici.

Dans la suite de ce paragraphe nous décrivons les résultats obtenus sur
des données réelles d'un atelier flexible,d'abord en négligeant les retards
puis sans les négliger et en augmentant progressivement et de facon raisonna-
ble le nombre de palettes jusqu'ad saturation de la machine la plus lente. Les
résultats sont comparés i ceux obtenus par les méthodes de file d'attente
décrites au paragraphe 2 dans le cas de la ligne de production. Ils sont égale-
ment comparés 3 ceux obtenus par simulation et choix empirique de régle de
gestion. Bien que 1'aspect optimisation des ordonnancements n'ait pas &té

abordé , les résultats obtenus sont trés favorables 3 1'approche proposée ici. -
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5.1 Un exemple d'atelier flexible réel négligeant les temps de transport.

On considére le probléme 6 x 8 flow-shop suivant :

Types de pieéces
Machines 1 2 3 4 5 6
Y . . . . :

1 1 2 : 39 : 09: 1,1 : 0,7 : 1,8 |
S T Ty T T e
® i ha e
4 ! 2 : 1 1 !

L e P T e !
5 ! 1,7 3,1 3 3 L ---1:% __________ :
P i
R N
';““§";a:;“ T iees s e i sz i 6

Chaque type de piéce doit &tre produit en méme quantité que les autres,
soit une séquence de base contenant les 6 produits.

La charge de la machine critique est 12,3 et c'est la machine 3. On
voit tout de suite qu'une palette par type de piéce est insuffisant pour
saturer la machine critique car la durée de la plus longue gamme est supé-

rieure 3 la charge de cette machine.

On supposera dans la suite les ordres de passage aux machines fixés

et définis comme suit :

MACHINE 1
SEQUEENCE 1 2 3 4 5 6
MACHINE 2

SEQUENCE 3 4 6

MACHINE 3

SEQUENCE 1 3 5

MACHINE 4

SEQUENCE 3 5 6

MACHINE 5

SEQUENCE 1 2 3 5
MACHINE 6

SEQUENCE 1 2 3 4 5 6
MACHINE 7

SEQUENCE 1 2 3 4 5 6
MACHINE 8

SEQUENCE 1 2 3 4 5 6
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Les résultats sont présentés avec les notations suivantes :

.|P|= nombre de palettes

P = (p1,p2,p3,p4,p5,p6) répartition des nombres de palettes par type de piéces
.\ valeur propre du systéme (poids moyen du circuit critique)

.1/Xx taux de production de 1l'atelier

.d cyclicité (longueur du circuit critique)

A x d période du systeme

A = 12,3 charge de la machine menante

.1/)\0 taux de production maximum de 1'atelier

A
. ©  taux d'occupation de la machine menante
)\ .

. (m,k) = Onleme machine, Kreme piéce)

Ip| = 6 P=(1,1,1,1,1,1)
circuit critique :
A 16.95
d 1 (8,3) ——— (8,3)
A x d 16.95
A
o/A 0.7257

La piéce 3 &tant menante, on rajoute une palette de type 3.
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|p| = 7 P=(1,1,2,1,1,1)
by 15.11 circuit critique :
d 3 (3,6)—>(8,2) —>(8,5) —3(3,6)
A xd 45,35
Ao/n 0.8137

Pour détruire ce circuit critique il faut rajouter des palettes aux piéces

de type 2 ou 5. Au vu de la durée des gammes on choisit une palette de type 5.

IPI = 8 P = (1,1,2’1’2’1)
A 14.95 circuit critique :
d 3 (3,6)—5(8,2)—5(8,4)—3(3,6)
Axd 44.85
A
“o/\ 0.8227

On ajoute une palette de type 2, plus chargée que celle de type 4.
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|p| = 9 P=(1,2,2,1,2,1)
A 14.375 circuit critique :
- d 2 (8,6)—(8,1) —(8,6)
A xd 28.75
Ao/ 0.8557

On ajoute une palette de type 1.

IPI = 10 P = (2,2’2,1,2,1)
A 14.325 circuit critique :
d 2 (1,6) —3(8,6) —(1,6)
A xd 28.65
Yo/ 0.8586

On rajoute une palette de type 6.




|P| = 11 P=(2,2,2,1,2,2)
circuit critique :
P\ 14.15 :
Axd 28.30
o /2 0.8693
On rajoute une palette de type 4.
|P| = 12 P = (2,2,2,2,2,2)
A 12.3 circuit critique :
d 1 (3,6) —» (3,6
Axd 12,3
Aol A 1

La machine menante est saturée.
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Détails des circuits critiques :

6 palettes
1 2 3 4 5 6
} ! ! 1 ! n° de piéce
' )
. | |
2l :
l &
. | !
o L !
7T i
8 b od ~
o : v/
n° de machine 7 palettes

1 2 3 4 5 6

t t — n° de piéce
1] Q>{ |
2 + ¢° 3 i
Joe v T
l i
4 - ‘ ¢
"

n° de machine
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lettes

8

n° de piéce

<=

6+

7+

8-
n°® de machine

9 palettes

O
9]
D
o
[«%
Q
o]
[+]
=
o ﬁ\v
N ﬁllulvﬁlllri
<+ 4 !
é w
T wllvt I.Iu*‘.'l'l g G
2Ar rl
- A,[.\. S E——— ————
1 D
e e e
— ~ ) O~ 0

n°® de machine
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10 palettes

4 — ' n° de pigce

1< C__,-._). - \6“

l

4 ‘ A

54 Y

6. %-—-—)O —3r

7< L

8 -—-—»\j

n°® de machine

11 palettes

| " ' ™ n° de piéce
| v
- =
2
1 p—— } _—~‘\
3__ &, ——
- |
v o A
5_, DV_____,.>0: ’
6~ Y—-—-»“—-)'

n°® de machine
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e
L o
-
-
-
-

n° de piéce

n°® de machine
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5.2 Comparaison avec les méthodes d 'évaluation de performances basées sur la

théorie de files d'attente.

Le diagramme ci-contre contient les courbes d'utilisation de la machine
critique en fonction du nombre de palettes circulant dans 1l'atelier, pour 1'exem-
ple de flow-shop traité ci-dessus. Ces courbes sont toutes, sauf une, obtenue 3
partir des modélisations type réseaux de files d'attente. La derniére provient
du programme d'évaluation de performances décrit dans ce rapport. Les trois mé-
thodes de files d'attente utilisées sont :

- a) Réseau fermé 3 un seul type de client et serveurs exponentiels

C'est le modéle utilisé par Solberg [ 161, et appelé CAN-Q. Dans ce
modéle,les ratios de production sont supposés respectés, mais on n'a accds qu'au
nombre total de palettes circulant dans 1'atelier. Elles sont implicitement répar-
ties entre les divers types de pi€ces au prorata des ratios de production.

- b) Réseau fermé 3 plusieurs types de clients et serveurs exponentiels

C'est le modeéle utilisé par Hildebrandt [ 71 ; dans ce mod&le le nom-
bre de palettes de chaque type est fixé, et la production de 1'atelier est déter-
minée complétement par la répartition des palettes, les temps de traitement dépen-
dent de la classe, et la méthode de calcul des performances est une heuristique
dérivée de 1'approche '"Mean-value analysis'. La méthode ne supposant pas des nom-
bres entiers de palettes, ona pu itérer sur ces nombres, a quantité globale cons-
tante, afin de satisfaire les ratios de production. La régle de gestion implicite

aux machines est FIFO.

- ¢) Réseau fermé 3 plusieurs types de clients et serveurs déterministes

, Le modéle s'inspire d'une suggestion de Reiser -Lavenberg 77i. C'est
une variante heuristique de 'Mean-value analysis' dans laquelle le termps d'attente
d'un client arrivant 3 un guichet est estimé 3 partir de la file d'attente a ce
guichet vue par ce client (= file d'attente au guichet dans le réseau avec un
client en moins) et du temps moyen résiduel de service du client présent au gui-

chet. La répartition des palettes conditiomne aussi les taux de production de
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chaque type. Néanmoins 1'algorithme ne travaillant qu'avec des nombres entiers
de palette il n'a pas été possible d'itérer la procédure pour satisfaire les
ratios. Cela limite la portée de la comparaison entre la courbe obtenue par ce
modéle et les autres courbes, et explique son irrégularité : le profil de pro-
duction change quand on ajoute une palette et certaines machines peuvent, compte
tenu de la régle de gestion implicite (FIFO),voir leur charge diminuer par cet

ajout.

On constate le caractére pessimiste des méthodes de files d'attente a
serveurs exponentiels ; de plus, la courbe obtenue par ces méthodes croit trés
réguliérement tandis qﬁe le systéme a ordonnancements fixes a une croissance du taux
d'utilisation fondamentalement irréguliére. Néammoins, on peut trouver des ordon-
nancements tels que CAN-Q fournisse des résultats optimistes pour un nombre de
palettes donné (e.g. 10 palettes et ordonnancement 132465).

On remarque que la productivité peut varier beaucoup en fonction de 1'ordon-
nancement choisi. Il est aussi prévisible que méme si on parvient i saturer la
machine critique avec un certain nombre d'ordonnancements possibles, les marges
existant sur les dates de lancement des tdches vont varier en fonction des ordon-
nancements. Donc la recherche d'un bon ordonnancement, qui n'a pas été &étudié dans
ce rapport, représente un certain enjeu et constitue un prolongement naturel de

1'étude.*

Utilisation de la machine menante

Nombre de palettes : 6 f 7 5 8 f S f 10 } 11 3 12 f
CAN-Q 1 0,643 | 0,689 ! 0,728 ; 0,760 ! 0,787 ! 0,811 ! 0,831 !
Mean value Analysis ; 0,63 é 0,67 ; 0,71 E 0,74 ; 0,76 g 0,79 ; 0,81 g
mﬂmmmmamn@fbwsi % % % % % é %
1.2.3.4.5.6. : 0,726 | 0,814 | 0,823 ! 0,856 : 0,859 ! 0,869 : 1.1
3.2.1.4.5.6. s 0,726 E 0,741 i 0,799 E 0,872 ; 0,875 f 0,897 : 1. E
1.3.2.4.6.5. : 0,715 : 0,726 : 0,764 : 0,766 ! 0,769 ; 0,861 : 1. :




69

SINO0D U3

S0

02 Sl 0l S
A 'y ‘ A 2 -
»
2
o §
. 5
- » x * *
+
1
, '
(3pueageprtH) onbT3ISBYD031S JUSTTOTITNW 93U91Ie,P STTJ onbTISTINSY 9poylgy O OO0
(O-NVD) onbt1seyools JusT[douowW S3UdIIE,p O[TF SPOYIN XXXX
(s93dadsod uou SOTIRL) JUSTIOTITNU SISTUTULIDIPP 9IUSIIE,P OTTF anbTISTINGY OPOYIaN P
0000

SOXTJ SIUBWSDUEUUOPIO DI9AB 2]D0BXd UOTlIenTeAq]



70

Y

5.3 Application & un exemple industriel

Le probléme 6 x 8 Flow-shop décrit précédemment correspond 3 une €tude de cas

industriel menée au CERT-DERA. Il s'agit d'un atelier d'usinage spécialement étu-

dié pour la production moyenne série en simultané de deux types de piéces, chacun

gtant usiné dans trois positions différentes, ce qui fournit les six gammes expli-

citées au § 5.1.

L'atelier est schématisé ci-dessous :

117 —%:@4——*-

\ A
_ I 11 I 4 =
> > >

v

7 <
Machines 1-: 2 fraiseuses 5 : Machine multibroche
2 : 1 machine multibroche 6 : 2 centres d'usinage
3 : Aléseuse-dresseuse 7 : Machine 3 laver
4 : Machine de contrdle 8 : Poste de palettisation

Convoyeuré : doubles traits horizontaux
Navettes™ : traits verticaux
Stockage : I IT III IV YV

Les temps de transport entre machines sont importants,
que les temps d'usinage.

Ils sont fournis ci-apres.

et du méme ordre de grandeur
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8 1,4

On suppose toujours 1'ordonnancement fixé a 1,2,3,4,5,6 sur toutes les machines.
L'algorithme de Karp a donné les résultats suivants en partant de |P| = 13 palet-

tes.
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|p| = 13 P=(2,2,3,2,2,2)
A 16,08 Circuit critique :
d 3
Axd 48,24 (3,6) ~ (8,2) + (8,5) - (3,6)
A
o /A 0,7644

Détail du circuit critique

1 ﬁ.).o h

T

3] K ,‘f’ L 2

\]

4 ! /
5. J.;__,, ,? {'

of 4,

7 | l

A

On rajoute une palette de type 2 et une palette de type 5.

piéce
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|p] = 15 P = (2,3,3,2,3,2)
A 15.566 Circuit critique :
d 2
(3,6)—(8,4) —>(3,6)
x d 31,132
2o / A 0,7902

Détail du circuit critique

6 | s —e

machine

On rajoute une palette de type 4.



74

|P| = 16 P = (2,3,3,3,3,2)
A 15,15 , circuit critique :
d 2. 8,6) » (8,1) + (8,6)
Axd - 30,30
Ao/ A 0,8119

Détail du circuit critique

7t ‘l
8- f’:j\ < \i-—eu)

machine

On rajoute une palette de type 1.
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|P| =17 P = (3,3,3,3,3,2)
A 15,117 circuit critique :
d 2 (1,6) » (8,6) - (1,6)
A xd 30,2'34
Ao/ A 0,8137

Détail du circuit critique

+ + + + <4 4 piéce
e e < \
1 gc——)"'—*' ’\
2 | !
] !
4 -+ :L
l A
| |
6 -+~ F o £ eI £
7 + M
8 4 ‘ ;__,
) U
machine .

On rajoute une palette de type 6.




76

|p| = 18 P = (3,3,3,3,3,3)

A 12.3 circuit critique :

d 1 3,6) + (3,6
Axd 12,3
)‘o/x 1

La machine menante est saturée .

[ 3]
w
T
+ o

7+

8+

machine
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Avec ordonnancement périodique, on obtient les caractéristiques suivantes en

régime périodique stabilisé :

18 palettes (3,3,3,3,3,3)

Machines 1 2 3 4 5 6
Utilisation 0,817 = 0,398 1 0,325 0,740 0,967
Quantité produite 1 2 3 4 5 6

(sur 12,3 mn = période) 1 -1 1T 1 1 1

Le mode de gestion par ordonnancement périodique semble plus éconamique et
plus performant que le mode de gestion feedback en temps réel. Sur cet exemple
on fait un gain de 5 palettes par rapport i une gestion en feddback. sur les
stocks locaux développée au CERT-DERA au cours d'une étude précédente. On diminue
_de plus notablement 1'horizon ol les ratios sont respectés.

Cette camparaison avec un cas réel démontre tout 1'intérét de 1'approche
proposée dans ce rapport pour la gestion d'atelier flexible.

5.4 - Avantages de la'gestion périodique par rapport & la gestion feedback
précédente '

. Régime de fonctionnement stable

. Réduction des quantités d'information qui circulent dans 1'atelier en fonc-
tiomnement normal

. Réduction de 1'en-cours

. Plus de probléme de gestion des stocks inter-prises en fonctionnement normal

. Possibilité de changer plus facilement d'outils quand on change de pidce

. Mouvements de pi&ce dans 1'atelier cerpléterent prévus.
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