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Résumé :

Nous nous intéressons ici au probléme de contrdle stochastique suivant : contrdle continu et temps
d‘arrét optimal pour une diffusion stochastique. Ce probidme dans le cas stationnaire se raméne & la
résolution d'une inéquation variationnelle elliptique non linéaire dont nous faisons I'analyse numéri-
que. Nous construisons les problémes approchés ; nous montrons la convergence de |'approximation
et donnons une majoration de résolution dont nous montrons la convergence et donnons des résul-
tats numériques sur un exemple-test.

Abstract :

The-following stochastic problem is considered : continuous control and optimal stopping time for
stochastic diffusions. In the stationary case the solution of this problem is obtained by solving a
non linear elliptic varational inequality of which we study the numerical analysis. A finite elements
method is used : we prove the convergence of the approximation and give a majorant for the error.
Then we give an algorithm, prove its convergence and give numerical results for a test example.



LNTRODUCTION
IﬁévolutionAde nomhreux systémes physigues ou. économiques
peut 8tre modélisée par des processus stochastigues , dont
certains paramdtres (contrfles) sont & notre disposition.
Le probléme de contrdle optimal consisie alors & choieir au
rieux ces parsmetres c.g.d. & mirimiser 1l'espérance du ''cout''

de 1'éveolution dv sysitme,en général sur une_péricde choigie

4 priori:l'horizon{fini ou infini).Dans certain cas 1'horigzon

apparsit corme un contrfle supplémentaire.

- —

Exemples: —choix de remplacement d'un matériel en forction de
son degré d'ﬁaure;-temps d'arrgt de la saisie de donrée pour
l'estimation d'un parametre én.fonctimn de sa qualité(irtervalle
de confiance);-arrét dans un jeu en fonction des gainas etc...

Les proeessus que nous considérons ici sont des diffusions
stochastiques. Je cas du contrdle optimal sur une période fixce
se raméne a la résolution d'une équation de Bellmanj;le cas du
temps d'arrét optimal(berizon & contrfler ) & la résclution d'une

inéquation varistionnelle(Il.¥.)non linéaire.
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De nombreux auteurs se sont intérésses & ce prohbléme
par exemple SHERIAEV[12] ._,sméATANov:ETCH [#), CBERNOPL4), BENSOUSSAN-
FRIEDMAN {2} VAN MOXBEEKE 4], BENSOUSSAN-LIONs|1] . ...

Nous nous intéréssons ici essentiellement a l‘analyse nmérique
de ce probléme dans le cas stationnaire.le schéma d'approximation
sera le suivant:éléments finis paraﬂéﬁpipédiques~cqstantspar
é¢léments pour le contr@le-linéaire par composante par élément
pour la solution de 1'I.V.0On montre 1'existence et,l'unicité
de la solution epprechée,la conwvergence du schéma,et on donne
ure majoration d'erreur dans Hi.On‘présente un algorithme de

résolution du probléme approché.On prouve la convergence de cet

algorithme.On donne guelques résultats nunériques.



Le plan sera le suivant
Introductiaon
1) Position du probléme
1.1 Te probléme de contrdole stochastique
1.2 L%inéquation variationnelle & résoudre
2) Existence et unicité de la solution de 1'I.V.
3) Approximation de 1'E.¥Y
3.1 Construction du probléme approché
3.2 Convergence de l'approximation et majoration de l'erreur
4)Resolntion numérique
4.1 Algorithme de résolution

4.2 Exenple et résultats numériques



1)Position du problime

1.1 1e probléme de contr8le stochastique

Soit 0" un ouvert bhorné de R"tel que 0’=1LxeB: ;d?(x.))ok
de froantiére l"#ix&Br' ,.Cb(x)zo} ol ¢est une applicatien
de R'dans R de classe G et telle qelVP21 sur .

Cansidérons les fonctions suivantes:

- T:R" eeee—y g™ gl telle que a:%ﬂ'“*soit coercif

x [‘Tij(x)]
n
- u:R - - B'_“borélieme, kornée
- b:R"xR" ---~3> B borélienne en x.uniformément lipschitzienne
xu [‘bix’u)]

en uyjet bornde

1 note Xle champ de vecteur X(x),:a.W(x)

Soit alors (Jl,\i‘ct,.uc ) l'espace probabilisable suivant
L=go 0 ;5:)
U6 =Tx(s) ,8¢t) x(.)N et Jf=t/fwo
Les théordmes 3.1 et 5.8 de Strook Varadhan| |montrent 1

existence et l'unicité d'une mesure PE o Solution du protléme
1

Govg .
de martingale. (a,b(u),(:=0,¥), partant de x & 1'instant o.

/
fdesigne le temps passé 3 la frontidre.



Reparque:

Le praoblame de Sogmartingale signifie qu'il existe un
brownien w et un processus continu croissantg(croisaant gtrictement
gur la fraontidre) tels que:s

. E t _
X =X~ Lb(xs)ds -Jox(xs)%a: s.l‘)"(xﬁ);dw_a X, € O 1]

Soit S’ un ouvert de 6: y ble temps de sortie de ,ba .

~ n m
) £ Ap— -~k positiwe barnée ,borélienne en x,
X Lf'(_x,u),‘--E-("(.,‘K,UL)1.*f(l>‘t)
lipschitzienne uniformément en u,
f30 €IX(0) -
1P —
FiR® comeeme >R W' (6 positive
n
D >R g|r,ew% (™M 3o

Le probléme de contréle & résoudre s'derit:

(1.1) Min ze-)‘s'd( (x_ ))d Jz ( - n
- ue%E'E];,oJo f(xgulx,))ds+ og xs)dgs +e E(xc) ;"



1.2 Conditions suffisantes d'optimalité:l‘'inéquation variationnelle

I.V.

1.2.1 Présentation formelle

On considére le systéme d'inéquations suivant:

Za )y 4Min Z h (x,u) 2y +#7(x,u)} #£(x)y 0
GRS :;xcmg WEUx) 35; ‘f } 4
(1.2) y(x)- B(x) {o dens (r

(Z ey by_)\}[*mn{Zh (x,u) 5y *T(x.u)k +£(x)) (y(x)-E(x))=0
DT o wew 2%,

r(x)-F(x){o
sure 17

(1.305y <y 0
W

(y(x)-F(x))( Jy+ g)=0
2y

En supposant qu'il existe y solution de (1.2),(1.3)
de classe 02 nous allons montrer que y donne la solution de(1.1)

Pour cela appliquons la formule d'Ita (cf.Strook V’axadhanf_‘lﬂ) a

e M:;)r(x ) avec

(1:.4)ueA‘fegMin('Zb (x,u)g_;}(fL -v‘f(x u)):
(1) B9° @y )-y(n-F [Ae™My(x ) e L) (x, Y @2as

N L%% (xg)df =0

. 181 x_ 0
ouj( (0‘):{0 sinag

T =temps de sortie de l'ouvert défini par !



(1.6) $={xeb/Lp) ) +{ (. =0} Ufxe r‘/%%»g;:o?

L est l'opérateur

T

(1.7) 7 a, . Min (Z b (x,w) 7+ f(x,w) -*1
: ‘:_’5alaaxing * MEW, *~ 1 2L

(1.4) et (1.95) entrainent que

[

F ey ‘ X
y(x)zE.x"oJog s‘f(,xs,u(xs))ds+Jg(x.s)dgsm._' F(x)

e]

5i la diffusion est régie par un contr8le ne vérifiant
pas (1.4) et si l'ouvertj définissant le temps d'arrét (maintenant

'é) egt différent de 3‘ alore la formule d'Ito (1.2) (1.3)entrainent

~r

of®-» U 5T
(1.8) y(x)K E Le SY(XS,IL(_XE))GB-bE?C’OL g(xs)d§s+e E(.xi-z‘)

Q.E.Dt W

Remarque:

L'hypothése de régularité C°

de y est trop restrictive
un lemme de Rishe]ﬁ\}amé-lioré par Bensoussan L’ions[d] montre

2P
qu' elle zeut 8tre affaihblie & Ye\'\l '(0’) p suffisamnent grand.



1.2.2 Formulation précise de 1'I,V. & résoudre

SoitWune multiapplication de graphe borélien,a valeurs

fermées dans un compact fixes:

(.1‘ -9) 6’ -“&"")gl
X (ul(x)
on définit
(1.10) %R m e > R
m (x,w) w(x,w)=Min Y(x,u,w) avec
W (x)
1.11 ,u,w) =X b (x,u)w, +'f(x,
( ) \¥(x U,wW) % 1 (% u) l+f’(x u)

On peut alors encore définir 1'opérateur encore noté u

(1.12) wr PO%RY) ----——=> TP (R™)

z x=--=-»u(x,2z(x)) ol

u (.X’W)&ArgMin \V (‘x9 Wyw)
ueal(x)

On définit également l'opérateur encore noté

(1.13) (0GR e P ()
R X~ 3T, 2(x))

on peut en effet montrer les propriétes de mesurabilité pour
définir correctement ces deux opérateurs cf.par ex.Quadrat[40}

On montre également queTest lipschitzien.

(1.14) MY désignera dorénavant: {u(—LP(O’;Rm):u(x.)Q?L(X.) p.p.}—



Soit alors les espaces VCHCV' avec V:H1 () (o Hg (vg))

felt (03,0
On définit la forme bilindéaire suivante I eV

(1.19) a}(.y,v)=J (2-a, ng 2V +Zd.lj S Ve YV Jdx
o Y 311335 3 rd ;}XJ

avec &, l—):}z_ 13
Bxi

et on suppose clu!]°<7° et '\Atels gue
- 2 2 P
(1.16) a)(;y,y),?o(}‘ty” +r\\y| (11 et) | désignent resp. les
normes dans H et V)

Remarquons que si (1.16) est vérifiée pour )o il en est de
méme i >\>/},,

On définit la forme lindaire:
Crat7) l(v):jfvdx +[g;_v.dr

o

On note D 1l'apérateur gradient

(1.18) y ------> Dy=ly $=....n)
DX,
Le probleme s'éerit:trouver YV solution de
(1.1\9.) Y{F
a >(y,v-y)-(]T(Dy) ,V*y)-l(v-—y); 0 VVQE

Si V=H'() (1.19) est dquivalent & (1. 2) (1. 5)
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Si g=o on peut prendre YﬁH;‘(O’),&lorB (1.19) est équivalent &

(1.20) A)y-—'l\'( Dy)-£4o
y=F¢o dans g-
(Ay-TKDy)-£) (y-F2=a

(4.21) y=o sur I

avec A, défini par
(1.22) A y=-3 8..3¥ > +N\
Moo ax, ax,
ity i Jd
Remarque:
La solution de (1.20) (1.271) donne la solution du pfu-bléme
de contrfle stochastique suivant{sous l'hypothése yer1’p ):

dx_t=h(xt ,u(:t:_t )at -N'(xt_) dw,

:‘f ouvert de BV
T =inf{t; x‘tq-' 3’ }

C‘L=:Lnf{t ; xt4: O"‘j‘
TAT, x
. 407 -t R
Y(x)=¥tﬁ’ B O(L e o t((_xt,u(xt)dt-ﬁe E(xt)i(uz%
%

X, (=)t o T (Tlw)
- zg‘&t io_ 8i Z(lﬂ) -GALUO)
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2)Fxistence et unlcité de la solution du prohlime continue

Notons

(¥, m=a,\(y,v)=(T(Dy),v)

cy & les propriétés suivantes:
~Monotanie Iret Byo ¥}, ey (¥ y=-vl-c r\(v,yﬁ-v)),“y-vnz(;
~Hemicontimuité  lim cy(y=-fw,v)=e \(y,¥)

(-0

~Borné sur tout horné de VxV
-C )‘(y ,¥) est faiblement inf compact

cf. Quadrat [40]

D'aprés les théordmes 8.2 et 8.3 Ch. 2.*‘Ii0ns[9-]on a le

Théoréme 2.4

i Sous. les hypothéses du parasgraphe précédent,il existe A,
tel que V‘});}ole probléme

c}(y.v-y);r/l(wy). VoW Yy F

admet une solutiomunique.

.

le théoréme est également vrai‘l-)),a cf par ex. Bensoussan-ILions [ 4]

Remarque 2.4

La remurque. 2.5 de Brezis S.tampa,cchia.['s] donre sous les

hypothéses ' données ci-dessus la regularité Wz'?(ﬁ’)de la solutiaon .
egalenent
Des majorations analogues & Bensoussan E‘riedman[‘l]donne le resultat
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3)Approximation de 1'I.V,.

3.1 Construction dm probléme approché

Soit @
(.V§ ,‘p;; ,.'r§) une approximation interne convergente de ¥
- (H,(,q_,t,s.l)une approximation interne convergente de H

verifiant fl) ;= qza,li‘),qlsz £,

- (W,l,ﬁ'z,'éf() une approximation interne convergente de W
W eapace des contrdles ;UcW ;W sera Lq (D’;Ifn)z(p@o

On impouse de plus aux deux dernieres approximations:

¥ 2eTS@5EN) ﬂcz)ﬁq?azc b("q’le'tu( DYezs 00,0 E‘L“‘( 1))

dtexister

On pose :
2D =2 2DV, )= C" (D(P ));P v,
(3 R S S K %
Le probléme approché de (1‘.19) s'ecrit alors:
(3.1) Trouver y,eVe D %
§€% N E\“
¢y, . % »0 (v, =y )2 1(p ) vy, (F
MUEE TR R TR T ey
Dannons maintenant un lemme qui neus servira plusieurs fois

dans la suite:
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Lemye 3.1

e

J keindependante d.e.fz :

/;'ZIT[L(ZI).-T(,ZE)\Q 1(I-q,(sl )]T(.zzll-s- ]z‘?_-zt\ L2 (g * \ (aﬁ-z)_uz‘ 20w

+) 7“:1\ ¥ (0EY) l C(zlé;l —I)uZl WO

avecmypyZ 2+2
P a

u, vérifiant \T(,zz);l’(uz_. Z5)

=1

enfin

| 5 hfvt(zﬂ" "((Zz)\ék\zz'zl\ LE(O';Rn)

démonstration dans Quadreat [:40‘}

Existence et unicité du problime approché (3.1)

On munit V§ du produit scalajre usuel dans RN,noté [,‘&

(N=dimension de V. )

(3.2) [p AD %—p ;E "g §]>[f§,v§ ] ¥y

(3.3)

5

Le probléme (%5.1) se réécrit

§
avec f§ def:L:rr:Le par [f§ E] =1( p§§ FEVE,?ijgéF

On écrira (3.2) sous la forme:

e T S S SLAN T VR YW

c, & les propriétes suivantes:
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~Monotonie: I /\o)/ /3*;0 VA :’\o

Cry BB T BT )-c, (pf%,p R % )3 [}pgag-n.v 2

)A

-Continuite de C, (+)
Y

cf. Quadrat [40]

Montrons maintenant 1' existence d'une solution du probléme

approché (on reprend la démonstration des 8.1 et 8.2 ch.2 Lions[Q‘J)

Soit Bp=} vl IRY et 0B K={ % <}/ ng@?g

Soit alors yR" solution de:

§
.4 0y ¢, ( ] KL T e K
(3.4) [}‘EQY)’ J[fkiyé R YE&%
ou encare
(3.5) s ] ~Cagn (- jvk %
[ >%§ ) Yg fg % t (e A K?
On note Pgla projection sur K‘E} pour [,} ;(3.5) est dquivalent
R R . R
=F, (y, -C e )=T¢ )
=R O R S
grice & la continuité de C}‘g'l. on peut appliquer le th. du p.int
fixe de Brovwer & l'application we----s P§ {(w=~C ‘\g'l('w)-ff;) qui
assure 1' existence de la solution y;' de (3.4).

Montrons maintenant que yR est bornée indépendamment de R,

§
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On a

o (B ¥ 13 P ?R’ MR R R Y

On peut prendre v, -o d'ol:

§
A PG

RRHIEEY

et

R, R
c},L(o,pE% )_é M\p§3§| (¥ borné )

et done

R
Iz g 15
2(33)
ce qui assure l'existence d'une solution en faisant tendre

R. -"_"'>ﬂ -

Montrons 1'unicité
Supposons qu'il existe deux solutions yg et y2
C}'I (p,§ g,Jr.n (yg 5,))>’ (f§ P (y -.V )
—cn (B3 By (Fo-7)) 3-( 20D (y =¥, )
A S e S ’E5§§
en sommant on obtient

(p (y v, p (y %)% 0 la coéreivité = 3 =y2
*IHS {7707 ° §
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Théoreme

Le probléme 3.1 a une solution unique pour A )’\o

3.2 Convergence de 1'approximation et majoration 4'erreur

Théoréme:
Ta solution du probleme approché (3.1) e
converge dans V vers la solution y du probléme continu (1.19) ;

on a de plus la majoration d'erreur suivante:

(3.6) |y~ p yfiisk(wﬁlly-p}mg |y -pgmg ”+|(I-q78»)).TT(.y)]+|(q__7§./-1)u{
+ly|w>1,p-|(§7§7-ﬂ\a~lnq ‘dm; 'Pgmgﬂ:

avec u€irgninll(Dy) et 2<p<+os et 2+2=1 ; O= Ahy-n‘(Dy)wf
b g

Démons tration

La monotonie du prabléme approché donne:

. 42
Cry Pyl Py ~Be mg )=c,, (Peng 4P ¥ =B Mg ) 2fiPe ¥y ~Re Mg |
(3.7)c ,\’ ag,%ys-pimi)—c (Y1, ¥ - Eme')w,\(y.pzyﬁ—pgmg).

c.“)(pi M 1 B Ty ~B, Mg )2P) 2 ¥, -~ mg[f'

mais

‘3;.7(93%'1’ Y, =P m§)<(f,p X B e)

uch(Yon.Vg -y) :<_(f.3_r-pK y,_)

(3,1) donne
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(3.8) (f,,y‘-PSIng )-‘c:7\(:f,.:\.r‘-pfmy§ )+c,\(y,.pfy§ Ry Mg )-c,‘,) ('pfmﬁ 24 -prm‘);

2,
' - -
7 f Joev; -2 mg |
En posant
9=A)y—ﬂ(Dy)-f (GGLP grice & la régularité de y)

on obtient

(£,y-pging )=c (3, y-Pg g I <[8}y-pme |

D'awire part

¢, (.’m;I ¥, B )= © M}(pg e 5B, Y “B Mg )<Y ||y-pfm§ Ilp, 3mime |

+(M(Dy) - -T]‘\](Dpfmg )9P§y3 -P:g-mg )

Mais d'aprds le lemme3l il existe k tel que:

(M(Dy )=~ TT,7(Dp,}In§ ) 1P, Ve Py rng') < (E(.7)+k”y- pfmg Jl)-lpfryz§ -B, m‘§ \

avec
B(p)=[(T-a,8, @Y |+ |(§,8) =D |2+ Iyl ,p.l(a:,] 51| 1

on obtient donc pour (3.8)
o (t1+k)
B IR Yg P | <[8ly-2gmg 1+ CEOD Hhy- B Mgl leg v -2y g )

en notant
ay=18) |-z |

alzzs(,))ws(murk.)- v- Pe Mg i
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(%3.9) se rééerit

?;zgga,l-razz Z 30

d'ou zg az+\/a-2 +4=$&1

2p

et donc il existe k indéperndant de ge‘tv):

zck (ap )

d'ou en uvtilisant 1l'inégalité triangulaire
3~ pfagjk[ly—pgmg [ +lles v ~R; 1M |

le théoréimem

Remarque
En général les contiles ne convergent pas,par contre
-b( b -3 1
-,q,lu?(-)) ~~~~~~ > ¥ (.) dansg(L ,L7)
lf(-:‘l.flvl(u)) ————— ->‘f¥( .) dans 9(L",T%)
A
avec b*Dy+Y=TT(,Dy) Quadrat [403 4}
Renurgue
On pourra choisir m, tel | - ety
p ¢ tel que ”y pgmsll }_;;9.
Crt .Goursat—QuadratEgS.Dans le cas particulier ]5‘:p~§F§ on prendra

m§=interpolle' de y.De plus on peut loujours se ramener &

ce dernier cas enistranslatant de F la solution de 1.19,
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4 )Resolution numérigue

4.1 Exemple d'approximation

On considere un ouvert%ara)léLépipédique.

O et O devx partitions de ¢ en parallélépipédes telles que

£ 1

oeueinort
A5G L

o"aUO'iS
§ oL
Dans ce gui suit nous prendrons Oé’ :O'/l

L'hypothése d'existence de W,l(z) impose le type d'approximatior

des contr8les :fonctions constantes par élément.Nous prencns donc:

(H.Z, qz, s,l) avec:

H7=RN Nenbre d'éléments
(17=RN ------ > 1%10)

g 2}1(111(’{) Y; GO, )
% R >a¥

y % y,z“;es D’;goy*jx
(_W,L,'ci,l,‘s?)
w,i=R.l\bcm
e L’?(O’;Rm) ‘

% 2UG) R
& L2 ;R Y mm e %Rl.bcm

u w'= _1..
mes( () Udx

A



Pcur l'approximation de V nous allons prendre des éléments Q1:
fonctions de base lindaires sur chague composante (la majoration
d'errevr montre qu'il est inutile de prendre une approximation

dtordre plus élevé)

Cv«g rPE :I'E )
VE:BNE N5 =nbre de noeuds
P R0 —-mes ' . .
¥ p§y %Zylel(x) T=fonction de base valant 1
)] .
noté x.

au noeud i¥ o aux autres noeuds,linéaire par élément par compo-

Remardque:

51 V:Hg alors'% =iy€&RNo : yé:o.si i est un noeud de‘”?.

Théoréme .1,

[ s y@wZP ;uew“’q 0wyqy2 on a la majoration :

”y}Igﬁng k(§+?) avec y solution de (1.19)et y%de(3-1)

. ] 1
si uGLq on a seulement la convergence dens H

bt

t
Demonstration

Fn utilisant le théoréme précédent et Ciarlet Raviartﬂsj

on obtient le résultat dans le cas p B =F ginon on tran-late y de I
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Remarque <
’ 7
L'ouvert considére ici (paral€épipéde) n'est pas de
frontigre C2',hypo,thése nécessaire au théoréme de Strook-Varadhan| J
utilisé en 1.0n peut rajouter une étape qui consiste & approcher
2 v o~ ! N
¢ aveclde classe C° par un ouvert OE 8 cotes paralleles aux axes,

ou utiliser des éléments finis isopsramétriques.

4.2 Algorithme de résolution

nnn+1

yg §’E’u§ yesoas

Evape 1 Calcul de ygn & partir de ulg' en résolvant 1'I.V.

. ug donné on calcule puis 111 .o

linéaire suivante

(4.1) a}(l:g yé,p€ % --pg y-gn)--(qf s{}/(Dp Tjgug v_ § § )l(p § Eﬁyg )
ng{lg ¥y pvg@

 _Btape 2 Calcul de uré” & partir de yg

(4.2) D”’:S(yg) 5[ % % ﬂ’(D ,qgug) T(D }

Notois A%,} la matrice définie par

u L
@s | A gy Vg}—aq(pﬁyjE 1BV, )—@7 UG RTINS PR LA
Nous faisons 1'hypothése

u + e -
Aﬁ,} a tous ses termes hors diagonaux négatifs ou nuls

.1
V'l uy :hj,ju‘] €U
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Remargue

Cette hypothése est réalisée en dimension 1 ou 2 dés que ¥
est suffisamment petit par le type d'approximation utilisé,
pour un opérateur dont la partie principale est le laplacien.
of.@m@mthﬂ-

Cette hypothese est suffisante pour obtenir la propriété
du maximum discret et une interprétation probabiliste du pra-
bléme approché en terme de contr8le de chaine de Markov.

L'algorithme s'interpréete alors comme un algorithme de Howard

généralisé.

Théoreme 4.2

3), ¥ix),sous l'hypothése (4.4) y? tend en décroissant vers

la solution y? de(3.1)

n ’ I4
Toute suite convergente de u} converge vers un élement de

JGP-

Démonstration

a) y?;o Vn

en remplagant dans (4.1) '% =sup(y§30) §;¥?+%? on obtient:
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+ . - - , - -
no,utoon L N A o) e oy
Vo B % (B 0T 1A P (TudR v LRi )z e

car T et g et F sont positifs.

1'hypotheése (4.4) et la coerciviié de la somme des 2

derniers termes donnent le résultat.

en prenant dans (4.1) _sup(yn ot h
n j g

_ . n n+1t

dans (4.1) 4 %Tlnfcxé,yf )

et en additionnant les deux inéquations obtenues il wient:

(4.5)a, (p Yy P W T)- (q?s,:b(q? )Dp wyp. W ) (R,p_w )

3 3
avec
o n+l
e

— ! t 1
R;q?sf((b(qgu?)-b(qfu ))Dp P(qgu?) F(qwun+ ))

or

Rzo grace a (&£.2) et & (¥?O,=> 95%;0. pour les éléments

finis choisis ici)

(£.5) se réécrit:

W+Aun+mw:-a (p.w w—)-( s.b(qg un+1)D a 4}
IR S A A e A A

et comme pour la positivité cela entmine w =0 et donc
n _n+i

23
¥
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le théoréme s'obtient alors comme dans Quadrat[}(}

Remargue:

Pour résoudre (4.1) cn utilisera par exemple la méthode

de relaxation avec projection c¢f. par ex. Glowinski-Lioms-Trémo=

. 1:.[,6\31"85 [6]0

4.2 _Exemple et résultats numériques

On prend O=lo, 11 x)o,1[
LY'inéquation & résoudre est:

- AV 7 ~Min{u1§y +u2>v +1/2(u1+u2%}<f
_ 5y

v{P

(--zmvv--lvi:m\L 3 ~f) (y=F)=0
conditionsg aux limites:
)vl(o
Y S
v{F

éy (V—'E) =0
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on prend



2 sifyle li/4, 3/4];; [1/4, 3/4]
f=

_ 2 .2
~f,-—f.2+f3+1/2(f 4+f5)

avele

£1==45.2.(r-1/ 02 (=3/8)2((2.x-1)%42(x-1/4) (x-3/4) )

£om=422. (- 1/802 (=3/ 102 (2 y-1) 2e2 (y=1/8) (3=3/4))

f=-a"0 (x=1/8)20=3/0 2 (- 1/0) 2 (y-3/4) 241

f4=-48‘.2 (2x-1)(x-1/4) (x~3/4) (y-1/4) 2(y-— 344)°

£ =~4".2.(2y-1) (3=1/8) (y-3/4) (x=1/0) 2 (x-3/2)2

La solution est alors

(T3 sigyk[1/4, 3/4]x[1/4,5/4]

5
1 sinon

et le contr8le

uf_g_}(; uz.—__%,'— sur(xy)e[1/4, 5/4} x [1/4, 5/4]

pas de discrétisation h:(h1,h2) avec h1=h2=1/20

les tests d'arrdts sont:

-pour la relaxation 2.5 10—5 pour la norme L1

discréete de la

différence de deux itérés(Résolution de 1'I.V & u fixé)



~pour les itérations de minimisation :2.5 1072 pour la
norme.L1 discréte de la différence de deux itérés.
Vomtre d'itérationsde minimisation 4 en pertant de u=o
Nombre total d'itérations de relaxation T%( 38,24, 14,7 pour
chacune des ilérations de minimisation)

. . =0 ""3

Erreuvr discréte en norme L 36 lo

la figure 1 représente une coupe de la solution, la figure 2

une coupe de l'erreur (x=1/2).
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FIGURE 1
Coupes de la solution V

courbes :@ v(0,5,y)
y € (0,1)

@ vio,3,v)

e sl

<y



&
erreur
0 = w—— ey
_1070 -
_5-10-2""
h
=
0 |
FIGURE 2

Coupes de l'erreur

courbes :@ {T(O.S.y) - v(0,5,v)

. y € (0.1)
@ V(O:3aY) - V(Op3s.V)

a

¥ solution exacte

¥ sclution calculée

¥
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Lonclusion

Deux approches possibles pour résoudre numériguement ces
problémes de temps d'arrét optimaux sont:

~la méthode probabiliste (Kushner-Chen-Fu-Yul7] ) qui
consiste & approcher la diffusion par une chaine de Markqv.
La convergence en lol de la chaine de -Markov contr8lée vers
la diffusion contrélée("invariant principle’ Strook-Varadhanpi))
donne la convergence ponctuelle du cdout.

-la méthode d'analyse fonctionnelle exposde ici permet
d'cbhtenir (lorsqu'elle s'applique :cadre coercif) des résuli-ats

plus forts :convergence Hj du cout et majoration d'erreur.
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