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Résumé :

Dans une premiére partie nous posons I'inéquation quasi-variationnelle (1.Q.V.) stationnaire as-
sociée au probléme de contrdle impulsionnel en gestion de stocks. Nous faisons ensuite l'analyse
numérique d’une classe d’'1.Q.V. (s'interprétant en termes de contrdle impulsionnel) pour laquelle
nous construisons des problémes approchés et montrons la convergence. Dans la troisiéme partie
nous montrons que I'I.Q.V. initiale peut étre approchée par une suite d’'l.Q.V. de la classe précé-
dente. Nous donnons enfin des résultats numériques pour des exemples tests.

Abstract :

The first part is devoted to the formulation of the stationary quasi-variational inequality (Q.V.1.)
related to the impulse control problem in inventory control. Then we present the numerical ana-
lysis of a class of Q.V.l. {the interpretation of which can be given in terms of impulse control)
and we prove the convergence of the approximation. In the third part we show the first Q.V.1.
can be approximated by a sequence of Q.V.l. in the previous class. At fast we give numerical
results for some test examples.







INTRODUCTION

Considérons le probleme de gestion de stock dans lequel la demande
est modélisée par une diffusion stochastique et dont le contrdle est le
réapprovionnenent, Le probléme est de minimiser le cofit de gestion : cofit
de stockage, de rupture de stock et de réapprovisionnement, Nous supposons
que le seul fait de commander entraine un colit : il apparait alors claire-
ment que l'on n'auras pas intérét & commander de fagon continue. Le probleme
sera alors de déterminer les instants de commande et les quantités comman—
dées & ces instants. Ce probléme a fait l'objet d'études récentes

(A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS [3], A. BENSOUSSAN - M. GOURSAT - J.L. LIONS [4])

dans lesquelles il est montré que la résolution d'un systéme d'inégalités
aux dérivées partielles particulier appelé inéquation quasi-variationnelle

(I.Q.V) donne la solution.

En fait les I.Q.V ont un intér&t beaucoup plus général car elles

résolvent de nombreux problémes :

-~ contrdle impulsionnel en économie et en mécanique : gestion de
stock, contrb8le de files d'attente, lancement de production,
démarrage de centrales thermiques (A, BRETON - C. LEGUAY [5] H
M. GOURSAT - G. MAAREK [8] ; C. LEGUAY [13] ; M. ROBIN [15]).

- probleémes de frontidre libre (C. BAIOCCHI [2]).

Nous nous proposons ici de faire l'analyse numérique du probleme

stationnaire, La premiére partie est consacrée a la position du probléme.

Dans la formulation obtenue intervient un opérateur non linédaire M 1ié a

l'origine du probléme. Dans la seconde partie nous construisons un probleme
approché dont nous montrons la convergence pour une classe d'IL.Q.V (sous

certaines hypothéses pour 1l'opérateur M). La troisidme partie est 1l'appli-
cation au probléme de gestion de stocks : elle nécessite la régularisation
de 1'opérateur M considéré, Nous terminons par la résolution des problemes
approchés en donnant un algorithme de résolution et quelques résultats nu~

mérigues,
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1. POSITION DU PROBLEME.

1.1. Hypothéses — notations.

(1.1) © un ouvert borné de R" de frontidre I suffisamment régulidre.
(1,2) CQ, Fa St, P, Wt> un mouvement brownien Rn,
(1.3) b une application R® -» R lipschitzienne, bornée,

(1.4) o : Rn-ézﬁ(Rn, Rn) de classe C1, telle que V & ¢ Rn

2 : 2
a. . g, &. > a lg[ avec a> o > 0
— ij "i 73 0
i,]
a.. défini par a. = (& o o*)..
i ij ij

(1.5) y(x) = a(x) n(x) pour x € T un champ de vecteurs ou n(x)

désigne la normale unitaire dirigée vers 1ltextérieur de 1l'ouvert O.

On note alors x(t) la diffusion réfléchie définie par :
(1.6) dx(t) = vlx(t))dt + c(x(t))dwt - yx(e)) dn,
(1.7) x(o) = XO € 5

ou mn, est un processus croissant continu, croissant strictement lorsque

x(t) ¢ 1.

1,2, Le probleéme de contrdle impulsionnel.

On considére & un ouvert de 5’appelé ensemble de continua-

tion et une application

g s 6 d Ri mesurable telle que :

Y x € 5‘ x + &8(x) €0



A partir de x(t) définie par (1.6) (1.7), avec 8 et £ on définit

la diffusion réfléchie contrdlée par :

o, = inf { t / x(t) ¢ 8}  x(t) définie par (1.6) (1.7)

(1.8) X(@T) = x(e1) + 51 avec 51 = a(x(61))

Puis

6, = inf {+ /x(t) ¢ 8}

z(t) diffusion réfléchie définie par (1.6) (1.8)

X(@;) = X(62) + 52 £2 = g(x(62)) .

3 94 vos

et on définit de maniere identique ©

Pour la construction correcte d'un tel processus nous renvoyons

J.L. LIONS [3].

a A. BENSOUSSAN

On note

(1.9) s = (8,8) le contrdle impulsionnel,

Le cofit associé & ce contrdle est

(1.10) JX(S) = EX{J\ £lx(t) exp(-aot)dt + jz:k exp(-aoei)}

i
0

&vec

*

¥ condition initiale de la diffusion réfléchie contrdlée.

* k > 0 est le colit associé aux sauts (cofit de commande en gestion
de stocks). Pour simplifier nous prenons ici k = constante.

* £ est le cofit continu : colit de stockage si x(t) > 0, de rupture

de stock si x(t) < 0 ; f positive bornée.

* &, > 0 est le coefficient d'actualisation.



Le probleme de contrdle est donc :

trouver S° tel que

(1.11) JXCS*) = Mén 7,(8)

1.%. L'inégquation quasi-variationnelle (1.Q.V) & résoudre

On note A l'opérateur défini par

2
: _ z 0 u 2 ou
(1.12) hu=-£4 a4 3737 T 4~ 5pf
1sd 1 J 1 1

gt M 1l'opérateur :

(1.13) Mu(x) = k + inf ulz + &)
£E=>0
x+E € G

Soit y la solution du systéme d'inéquations suivant

Ay - f <0
(1.14) y - My <O dans O

(Aoy - f)y - My) = O

oy
5y = °
(1.15) y - My <O sur T

{n pose alors

(1.16) gx={xe0 ; vix) <Mylx)}




(1.17) £* une sélection mesurable de la multiapplication

Ax) = {gERi; My(x) =k + y(x+g) x+2 €0}
Alors S = (8* s g*) est un contrble impulsionnel optimal et nous avons
(1.18) y(x) =7 (s¥) = min J_(5) Vxed

S

Pormellement la démonstration de ce résultat se fait de la maniere

suivante

Soit S un contrdle impulsionnel gquelconque : on applique la formule de Ito
généralisée a exp(—aot)y(x) pour le processus z(t) contrdlé par S avec

x(O) = x ; on obtient
-y(x) = E{f‘ [—ao e—aoty(x(t)) + e-aot E :bi(x(t)) %%f
i 7 i

(1.19) 2ot :E: 3 y(x(t))J it - juém Y 4 .

Ox OX I oy

N }i: e—aoei [Y(X(ez)) - y(x(@i))] }

soit

-y = 8l - har 22007y (al6])) - vlxlo, )]

0
% o0y .
ﬂf/ﬂrg-;(dﬂ}

0
en utilisant
oy .
Ay < £ y(X) < k + y(x + g) 5? < 0 guccessivenent

dans le second membre on obtient

> OO

-anT - .

(1.20) - y(x) >-E {[ e © f(x(t))dt - jz: ke 2001 }

o] i




Soit
y(x) < JXLS)

Par le méme raisonnement on montre que l'on a

*
v(x) = JX(S ) d'ou le résultat.

Remarque 1.1

Ce raisonnement formel est justifié si la formule de Ito généralisée
s'applique, c'est a dire si y est suffisamment régulisre., Le résultat n'a
d'intérét que si la régularité nécessaire peut s'obtenir dans'(1.14> (1.15)
sous les hypothdses "raisonnables". On montre dans A. BENSQUSSAN -~ J.L. LIONS
[3] que 1'on a le résultat pour y € ©(6 ), Ay ¢ L2( o).

1.4. Formulation précise de 1'1.Q.V & résoudre,

Soient les espaces
VcHcCVT!

avec H = LZQS) Vv = H1Q3) (ou H;QS))

et

désignent respectivement les normes dans H et V.

On définit la forme bilinéaire suivante :

N dy oV oy
{1.21) aly.v) —‘{;(gzg aij s s ¢t :i: a, dxi v o+ aoyv)dx
N 2

avec

da..
a. = b. + Z ==
i i ox

J J

On suppose qu'il existe A et o > O tels que

(1.22) aly,y) + Myﬂz > a || Y“2




On considére d'autre part la forme lineéaire

(1.23) 1(v)=:jﬂf v dx f>0 £ e L (o)

G
(on pourrait prendre également 1lv) = Jf fvdx + f g v ar)
6} T

et 1l'opérateur M vérifiant

: vNLe) - 10O)

i) Vv v=0 Mv > 0

ii) siu>v >0 p.p. alors Mu > Mv

iii) si v > v dans V faible avec v € VN L (O) , v v p.p
(1.24) < v v, Ve o v dans IP(®) fort VYV p fini

slors My - y dans LY(0) fort et x < Mv

iv) Vo O<a<1 VYu>0 uevNLI(B)

38 a< B <1 tel que B‘M(u) < M(qu)

Le probléme s'écrit alors

trouwver y € V N 1(®) solution de

v< My
(1.25) (p)
aly,v=y) = 1lv-y) > 0 Y v EeT v < Hy

SiV = 5 (®) le probleme (1.25) est équivalent & (1.14) (1.15). Si 1'on prend
M défini par (1.13) on retrouve donc le probléme de contrdle impulsionnel de
gestion de stocks initial. On montre aisément que M donné par (1.13) vérifie

les hypothéses de (1.24).

Si on prend V = Hl&}) alors 1'interprétation opérationnelle de (1.25) est



Ay -f = 0
(1.26) y-Ny < O dans O

(oy - £)(y - My) =0
(1.27) yi = 0

Cette I.Q.V résout le probléme de contrlle impulsionnel (@éfini en
1.2 pour M donné par (1.13)) pour des diffusions arrétées sur I au lieu

d'8tre réfléchies sur cette frontiere.

1.5. Existence et unicité de la solution de 1'I1.Q,V.

Théoreme 1.1.

Sous les hypotheses précédentes le probleme (1.25) admet une solution

unique.

Pour la démonstration cf. A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS [3] et T. LAETSCH
[12]. I'existence est obtenue par construction d'une suite d'I.V, Construction

gque nous reprendrons pour les problemes approchés,

Remarque 1.2.

On peut montrer par des méthodes probabilistes que l'on a y € go(0)

pour £ € ¢o(3) (of. A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS [3]).

2. APPROXIMATION D'UNE CLASSE D'I.Q.V.

Dans ce paragraphe nous allons faire 1'analyse numérique d'une classe
d'I.Q.V. : le probléme & résoudre est donc (1.25) avec M vérifiant (1.24) et

1'hypothése supplémentaire suivante :

(2.1) i est continu de 12(0) dans L (O).



2.1. Approximation et algorithme de résolution.

On considere (Vh,ph,rh) une approximation interne convergente de V

avec p v CZCGB) Vh.

h
198 injective transforme le cbne positif en le cbne positif.

L'I.Q.V approchée (Ph) stécrit :

Trouver yh eV tel que

h

(2.2) v

PV, = MpTy (e

h)
a(phyh, ph(vh—yh)) - l(ph(vh—yh)) >0 Vv, €V pv <ipy
L'algorithme de résolution de (2.2) est le suivant :

. . . et . Ty 4 . .
On construit par récurrence une sulte Lyh) de solutions d'inéquations varia-

tionnelles de la manidre suivante :

(2.3) yi = ;; sup f(x)
o X
a-1 ) , n ,
yh étant calculée, yh est donnée par :
n ) n n~1
v, © Ty By sMRyy
n n n n n

(2.4) alp 7, ph(vh—yh)) + My . op, v =) = 1p (v -y, )

-1
n* fn’ h<Mphh

Y

+ Mphyk . v, br -y, ) v, €V
Le probléme (2.4) est une I.V que 1'on sait résoudre numériquement

(cf. par exemple R. GLOWINSKI - J.L. LIONS - R. TREAQLIERES [7}).

On note A,n la matrice définie par :

/
{2.5) (83,7, ] = alp, v, -0, v, ) V vy . v €V

ou [ , | désigne le produit scalaire usuel dans RN, N étant la dimension de

Vh.




On fait alors l'hypothése suivante :

la matrice a tous ses termes hors diagonaux négatifs
(2.6) A & &
ou nuls

Remarque 2.1.

Cette hypthése est suffisante pour que Ah satisfasse au principe

du maximum discret c'est-a-dire :

Remarque 2.2.

L'hypothése (2.6) est réalisée par exemple en dimension 1 ou 2 pour h
suffisamment petit pour le type d'approximation que nous choisissons (éléments
finis Q1. of. J.P. QUADRAT [15]) et pour un opérateur dont la partie princi-

pale est le laplacien,

2.2. Bxistence et unicité de la solution approchée,

Lemme 2.1.

Sous 1'hypothése (2.6) on a

o) 1 h . n
v, 2V, = >y, = > 0 oly, est la solution de (2 4)n

La démonstration est analogue & celle de A, BENSOUSSAN - J.L. LIONS [3]
pour le probleme (1.25).
Dans (2.4)1 on prend :

o 14— . P R RN L i
= —(yh—yh) soit v, = 1ni(yh,yh) ce qui est loisible

1
v, =y n

h “h

et on obtient

0 1 0 1y\=- o 1 -0 =
alp v, =P, ¥, » p, by, =5, )7) + o, Gr -y ), p, v,y )7 ) = 0
compte tenu de

v, =0 (démonstraticn ci dessous)

donc b,V >0




et de

ot - [
(2.7) a(ph h,phvh) = Jabphyh p, v, 4x = (sup ). SRS

[ f

= J s;p f. PV, dx > ,J f P, dx

1

‘o 0 o} 1\+
crit - =
on écri v, < vy, (y )

- 0 1)—
n- 'n

- by -y

en utilisant les hypothéses (2.6), (1.22) et 1'injectivité de p, on cbtient
GOy )T =0 soit ¥y <y
n¥n = Yp =%n -

* on obtient

D'autre part dans (2.4)1 en prenant v, = y;

R BN - - 1+ -
alp vy, "ap, 5, ) a (py, "apy,) + NGRS 2o )

(2.8)
- 1- 1-
- ao v p ) = ey ) s Aleypey )
o)
> 0 car y_ >0
= h
les mBmes srguments que ci-dessus donnent y;_ = 0 clest-a~-dire y; > 0,

Ensuite par récurrence on prend :

n -1 = ' < s . -1 _n
Vh_yh = —(yh —yh) dans (2.4)n clegst—a—-diz» Vh = 1nf(yh ,yh)
et
n=-1 n=1 1= e . s B (n=1 n
vn-yh = (yh —yh) dars (2.4)n clest-~a-dire vh = SUF;Yh ,yh)

Le premier choix de v, est évidemment loisible; le second l'est aussi

I
! n n-1

grfice & l'hypothése de récurrence vy, <Y, et & la croissance de 1'cpéra-

teur M.
n . P Il 1
Le méme raisonnsment qu'en (2,7) donne v, =V

En prenant ensuite vh = yi— dans (2.4)n on obtient

le résultat du lemme,
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Théoréme 2.1.

Sous les hypothéses précédentes le probleme (Ph) défini par (2.2)

admet une solution unique.

Démonstration,

a) existence.

{yg} est décroissante positive : elle converge vers Yy
nd

On prend alors v telle que Y, < M Py

or M est croissant (hypothése (ii) de (1.24)) donc

PV, < it phyi ¥ n; ce qui permet de passer & la limite dans

(2.4)., On obtient :

a(phyh’ Pp¥n phyh) > pv, -pyy)
(2.9)

Y vy € Vh P,

< Mpyv,
on a donc 1ll'existence de la solution gréce a (2.9) et & (iii) de

(1.24) qui donne Py, < M(phyh/ .

b) Unicité (cf. T. LAETSCH [12]).

5

Soient y; et yz deux solutions

h
Soit y le plus grand réel tel que :
1 2
O< v< Y v, < ¥y

Supposons que Y < 1 & alors d'aprés l'hypothese (iv) de (1.24)

ona : 3 & tel que

1 1
(2.10) Y <8 <1 8 M(phyh) < M(ph(Y yh))
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Remarque 2.3.

Dans le cas ou M est donné par (1.13) il suffit de prendre

[og]

- 1 1
5=y = k £ E>O0_ h™h
X"ﬁ'é € O ]

Dans ces conditions on a :

1 1 1
alp (6y,)s 0V, = p (oy,)) = o1lp v, - &v,)

(2.11)
sy] < & Moy V v, €7V v <8 Mopy
Py oy, = *0n n"'n e S *1n
et
) 2 2
alp,yy » 2V, - phyh) = l(pnvh - phyh)
(2.12) ,
2 Mopyo Vv €V v M op g2
Py =B Py p C Ty Py =R Py

mais on a

8l <1 et &ulp y1) < N(p (qu)) < ulp y2) dtapres (2.10)
h"h h h = h“h

et la croissance de M.

Grice au théorsme de comparaison des solutions d'inéquations variationnelles

et & l'hypothese (2.6) on obtient :

6y; < yi ce qui contredit la maximalité de Y et donc ¥ = 1
ce qui entraine ! < 2 et par symétrie [
q ‘ v, <7¥y par sy Y, =Yy

2.%. Convergence des solutions approchées.

Nous allons montrer maintenant que la solution du probléme approché

(Ph) défini par (2.2) converge lorsque h — O vers la solution de 1'I1.Q.V.
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Pour cela nous allons utiliser l'hypothése (2.1) de continuité de L2G})

dans I (®) de 1'opérateur M,

On note :
(2.13) Qn = { v eV Vo< Mun p.p}
(2.14) Q ={vev v <Mu  p.p}

_Loo s 3 ot

Q- = adhérence de Q au sens de la topologie de L ,
Lemme 2,2, -

n 2 nL
Sous 1'hypotheése (2.1) si u - udans L°(®) alors Q < lim inf Q et
n L

lim inf Q est convexe,
Démonstration,

Soit v € Q.

T\
on pose e = sup |(M(u) - Mlu"))"]|
N o0
n>0N L
On a donc :
on s qs L n

vV-eg < M(u') Vn>DN c'est-d-dire v = ey € lim inf Q
Mais d'autre part :

n 2 Y -

u - u dans L et M vérifie (4.1) donc

EN - (0 lorsque N —= 4+ o donc

.’________________00
v € lim inf Q% .
. n , N n N .

Enfin Q étant convexe g = () Q est convexe; les q forment une suite

n>N
croissante de convexes - la réunion est convexe et il en est de méme pour

oo
Vd . 0 L
1'adhérence donc 1lim inf Q% est convexe,
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Remarque 2.4.

Dans cet article nous travaillons avec V = H1G3), les résultats
sont identiques pour HlQ}) 4 quelques modifications mineures prés par

exemple remplacer ci-dessus v - e par (v - EN>+.

N

Lemme 2.3,

Si K est un convexe borné dans W 'P(0) alors
o M,D
K ==KW .

Démonstration 3

[ee] (o]

Soit v € K : alors il existe une suite vn, vn € K, vn

> v o3
" n e Va Wm,p . a . 3

mais alors v est bornée dans : i1 existe donc une sous suite qui cone

verge vers v dans Wm,p faible. Or comme toute suite faiblement convergente

converge vers v, toute la suite converge et d'autre part X étant convexe,

on a

Y?G(Wm,p,wm,p) B -E*Wg‘p d'ol le résultat.

Proposition 2.1.

Y

si u - u dans L2 ; K borné de W alors

-———.m’p
QNKcliminf @CNEK T .

La démonstration est immédiate, ceci est une conséquence des lemmes 2.2 et

2.3.

On note maintenant Hh 1'opéreteur d'interpolation

H L — 1 "
(2.15) mo: H (@) pV, < H () .

Lemme 2.4.

Vv € W2’p on a

V - v <h ||V pour p suffisamment grand,
It =l <n vl




Ceci est un résultat classique d'approximation dont on peut trouver

la démonstration par exemple dans Ph. CIARLET - P.A. RAVIART [6].

On pose :
n n
(2.16) @ = {vev pyv, < mu); v=pnv |

Proposition 2.2.

uh - u dans L2 alors

2,7 n n
Vv EeW neqg 3 v, PV,
h -0

n n
€ Qh H phvh‘— vH - 0

lorsque h - 0 et n(h) >

Démonstration.,

soit v € WP N

On note K = {w /we P 1| ]|

2,
e P

D'aprés la proposition 2.1 :
IV e xNQ v' - v dans W2,p

On considére alors la suite

Hh v s 1

Hh vn(h)_ 2w(vn(h)’h) ¢ Qn(h)

ou w(v,h) désigne le module

de continuité de v
D'aprés le Lemme 2.4

(2.17) Rl RN R PURTY NP

et d'autre part :

(2.18) I{vn(h)- v]| - ©
(2.181) Lin sup w(v ,h) - 0 car la suite {vn} étant pornée dans
h-0 n

W2’p p suffisamment grand forme un
enseunble équioontinu de fonctiouns
et donc grdce & (2.17). (2.18), (2.18") 1a suite {anﬂ(h)—2w(vn(h),h)§

corvient,
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fiThéorsme 2.2.

Soit y_ solution du probléme approché (Ph) défini par (2.2); v la
solution de 1'I.Q.V (1.25) ; M vérifiant 1l'hypothese (2.1). On a Py, Y
dans V fort.

Démonstration.
2]y
v
On a H phyhllg — et donc
PV, D20 *  dans V faible, H fort.

D'aprés 2.1, on a donc :

M(phyh) > uly®) dans L

La proposition 2.2, donne :

pr * ~ ~ . ~ . .
Vvew v< Mly*) 3 v, BV < M(phyh) p, ¥, —v dans V fort.
on peut donc reporter phgh dans (2.2)
(2.19) a(phyh, ph(vh - yh)) z;lﬁph(vh -~ yh))

et per passage & la limite en utilisant le falt que al.,.) est faiblement s.c.i

on obtient :

aly*, v - 7) > 1lv - ) vveMy*) v ev (par densité)
On a d'autre part :

¥, < Hlpy)

mais - y° dans LZUS) donc d'apres (2.1) M(phyh)-» M(y*) dans L et

P§Yh 7
done y < u(y") .



On a donc montré que p -y dans V faible, montrons maintenant la

y
h"h 5
convergence forte : d'aprés la convergence dans L de phyh‘» vy avec la

proposition 2.2, @

3 v, PV, S M(phyh) PV, Y dans V fort.
d'apres (1.22) : EREDY a> 0
2 2
(2.20) alp,v -py 2, v,-p¥) + ey oy | = el oy ey, |
lov o5 F = llv-o5IF - lv-27IF
WPl = n h'h

(2.20) devient :

| )
a(phvh’phvh'phyh) - a(phyh’phvh_phyh) + xlphvh—phyhl
(2.21)

+ af y—phvh\F > afl y—phth2

is d'aut .
mals autre part comme phvh‘s M(phyh)

(2.22) - a(phyh.phvh—phyh) < - l(pth—thh)

h -0

et - l(ph(vh—yh))
faible,

> 0 puisqu'on a montré que Py, ~¥ dans V

Ce qui donne pour (2.21) :
Ao, v -y )\2 +al|y-p, v IF - 1p (v =y ) + alp v .p v -p, ¥ )
h " hh hh ‘ h h'h h h**h h “h'h
(2.23)

2
> ofly - o7l

ce qui donne le résultat car le membre de gauche tend vers O,
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3, APPROXIMATION DE L'I.Q.V INITTIALE — REGULARISATION.

Pour le probléme de contrdle impulsionnel en gestion de stocks
1l'opérateur M défini par (1.13) ne possdde pas la propriédté (2.1)
(continuité de Lzﬁﬁ) dans L (0)).

Nous allons définir un opérateur M8 régularisé de 1l'opérateur
M, auquel va correspondre une I.Q.V régularisée (PE). Nous allons
montrer que y8 solution de (PE) converge en décroissant vers la solu-

tion de 1'1.Q.V.

3.1. L'1.Q.V régularisée — Propriétés de Me'

Soit Mo lae mesure de probabilité de loi uniforme sur le cube [~E,O]n.

On définit alors :

(3.1) o {x/x+e€e0} NO (x +e=(%, + € X + €2000))

£ 1 2

z.2) C (} o
£ (‘9» £

et 1l'opérateur Ma par :

k + inf yep (x+8) pour x € O
3 €
£ > 0_
x+E € C
(3.3) u (y)x) =
N :—L sup (%) pour x € C
% 1 €0 c

Le probléme régularisé (Pe) est alors

Trouver y8 €V

yE = MEI y€
(3.4) { (2)

aly , v=y ) > 1lv-y ) VveT v< My
€ € £ e ¢



Montrons que Ms vérifie (2.1) :

Lemme 3.1,
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M défini par (3.3) est continu de L203) - 1(®) transformant

le cbne positif en le c8ne positif.

Démonstration 3

L'application
2
vy € 19() -
donc 1l'application

y € Lz((&) -

est continue,

D'autre part

z € L () -

(y * ua)lG% € ﬂxQﬁe) est continue.

=y ¥ pu_ pour x € O
z € 1 (0) { © €
=N pour x € C
€
ulx) = Inf z(x+8) u e 10)
€= 0_
x+E € ©

est continue et on obtient donc le résultat du lemme par composition.

3.2, Convergence de la solution de 1'I.Q.V régularisée et résultat

d'approximation,

Nous commencons par donner un résultat de comparaison de solutions

ui permettra d'obtenir la convergence par décroissance,
Y

Lemme 3, 2.

v, désigne la solution de (Pe) défini en (3.4); on a :

y€/2S Te




Démonstration 3

a) nous allons commencer par montrer que :

(3.5) Y u € L203) s, u=< N on a M€ u >M u

e/2

Nous allons simplement faire la démonstration en dimension 2,

T 4 S ;.
l'extension & R~ étant évidente :

posons t = (t1,t2) t + e = (t1+e, t2+5)
’ t+e
k+-—§f uls)ds Vit>x te@s xe@g
Mgu(x) < € g
N x € C
€
. Pour x € O
3
3t >z Mau(x) = u*pa(t) car u< N
Tu¥ * *
(2.6) Ma/? u(x)_s Inf u pa/z(t>, u ”8/2(t1+€/2’t2)’ u HE/Q(t1’t2+€/2)’
u*y (t+e ) }
8/2 /2
* —
< u p€(t) = ME u(x)
» Pour x € C
/2
onaMM u=UN u=N
€ 6/2
. Pour x ¢ C
Cc €/
€
u< N et donc i u < N = Mg u

€/2
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b) En utilisant (3.5) montrons maintenant gque y <y : on procede
€ €
par récurrence sur les suites d'inéquations Variationne%les donnant respec-—

tivement les solutions de (PE) et (PS )

2
(3.7) alo®, v—¢%) > 1v-¢") v v < n_ @p—1
/2
(3.8) a(¥f, v-i®) s 1(v-3") V v < i vl
avec
(3.9) 9, =Y =N (majorant de la solution, défini en (3.3))

grice & (3.5) et a la monotonie des I.V par rapport a l'obstacle on obtient

La monotonie de M entraine
€

By = MY

donc d'apres (3.5)

Me/2 op = Moo = MY

et donc par récurrence

< Vv
o =%
Mals ¥ resp converge €en ecrolssan vers y resp y cIL., EMONS=—
Mais ¢ ( ) décroissant C ) e, a

tration d'existence A. BENSOUSSAN - J.L. LIONS [3]) et don02 yg < ye < N .
2




Dans la suite on note
v -

= y .
En s/2n

Théoréme 3.1.

La suite {ys ! solution de (Ps ) défini par (3.4) converge, en

décroissant,ndans V faible versny solution de 1'1.Q.V.

Démonstration,
Le
:
ma ||y || « —=
n o

- . . Ve - *
donc 11 existe une sous suite encore notée y qui converge vers y dans
€

V faible et H fort, en décroissant grice au 16mme 3.2,

{YE } est décroissante et il croissant, a(,,.)étant s.c.i on obtient & la limite
n ’

aly™, v»y*) > 1(v=y™) V v < M(y™)
. . * *
Il reste a montrer que y < My P.p.
On note
* - = O
ugn yen (x) X € Sn
z  (x) =
€
n
N x € C
€
n
On a
v (x) < k+ 2z (s) P.D. V x < s
n *n
* 2
Montrons que =z - v dans L°(0)
“n
]y*l - N donc
L ()
*
lz - l < ‘z -y *l + Ve
n 12(6) 1 LZGSS ) .



Mais d'autre part

—_ *
Ze = e He
n n n
(3‘
€
n
lz - y*l = iy * B - VAR + Y¥% p - Y*l
*n L2(® ) 2 fn ®n *n 12(5 )
€ £
n n
®n 10 ) n L@ )
€ €
n n
mais
Vo4 u - T | < lp_ | Ny v
“n €n €n L2Q3 ) €n L1G3 ) fn L203 )
€ 3 3
n n n
(cf. par exemple J.P. AUBIN, [1])
donc
|z -y < ly_ -v*| T AP s I
2 26 ) & L2(0) 2 14(0)
SI].
Iy**p —y*| - 0 pour tout y* continue puis par densité pour
£n L2@9) 2
tout y* ¢ L°(O).
Z -y*l 5 - (O donc il existe une sous sulte.
“n 1°(@®)

z - y¥ p.p. et donc v* < uly*) p.p.

Corollaire %.1.

La suite {ya } converge vers y dans V fort en décroissant.
n
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Démonstration

EIDN a > 0 tels que
) 2
(3.10) aly-y_ vy )+ Myv_ |7 2 « | y-v_ |l

n n n n

{y } est décroissante donc
€
n

y<My<M (y ) donc
En €n

-aly vy ) < - 1G-y_ )
e e £
n n n

(3.10) s'éerit

My—y |%+ alyyy ) -aly wvv ) = of v 1§
e e £ e £

n n n n n
mais v -y dans V faible donc
En
a(y.g-y ) s> 0
“n
2
l(y—ye ) - 0 h]y—ya ] - 0
n n
et par conséquent
2 n -» oo
ly-y_| ———> o
€
n
=

Remarque 3.2.

Sur l'interprétation probabiliste du probléme régularisé :
ce probldme correspond au cas ou les impulsions du contrdle ne font
pas sauter 1'état d'un point en un point mais d'un point & une zone,

celle-ci correspondant au support de b s la loi du saut étant uniforme,
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Le probléme régularisé a donc un intérét pratique aussi grand que

celui du probléme initial,

A partir du théoreme 2.2 et du corollaire 3.1 nous pouvons main-—

tenant donner le résultat global d'approximation du probléme initial.:

Corollaire 3,2.

I1 existe une suite {e ,h } avec e -0 h_ - 0 lorsque n —
n’’n n n

telle que si y; est solution de
€ € €
alp vy, p, (v =v.)) = 1lp, (v, -y )
£ e c
Py, < M lpy) Vv, s opy < By
avec Ms défini par (3.3) alors

phyi - y dans V, vy solution de 1'I1.Q.V (1.25) .

Remarque 3,3.

{a Wh } que 1'on ne sait pas expliciter; le résultat plus complet sereit
évidemment pky;_—»y'lorsque ¢ et h - 0 indépendamment, on explicite une
i

suite {an,hp} pour laguelle la convergence a lieu.

Corollaire 3.3.

Si vy désigne la solution de 1'T.w@.V (P) pour M défini par (1.1%)

Vﬂ Aésigne la solution de 1'T.Q.V discrétisée correspon—

dante (Ph)

£ o - ; C wi t e
On n'obtient ici la convergence phyh -y gue pour certaines suites




on a

lim py < ¥
o A8

déuonstration

Le corollaire 3,2 montre qu'il existe une suite {sn,hn} telle que

yemen oy

d'autre part une démonstration analogue & celle du théoreme 3.1 montre que

2 ¥ .
y° b ! v Y h fixé
e10
et donc ye’h > yh YV h V >0
€n sl
et donc lim yhn < lim ¥ e y
n-%0 n-»00

Remarque 3.4.

Pratiquement on résout le probleme (Ph) plus simple que Pg’h le

: . . . s . h
corollaire (3.%) donue un résultat Ge semi continuité pour la suite (P).

4. RESOLUTICN NUMERIGUE.

4.1. Exemple d'approximation.

On prend une approximation par é1léments finis Q1 sur un ouvert & para-

1lelépipedique.
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Les éléments finis Q1 sont des éléments finis parall&lépipediques;

les fonctions de base {ei} sont linédaires par élément par rapport & chacune

des composantes

Vh = RN avec N = nombre de noeuds

N
P R - V.

N i
X N o - 147 £ ;

, ;?% , ei(x) (ei(x) = x,x, sur 1'élénent [0,1]x[0,1])

S N L) - o
y y(ih)

4.2. Algorithme de résolution.

Nous utilisons l'algorithme décrit en 2,1 : résolution d'une suite
d'I.V : chaque I.V est résolue par une méthode de relaxation avec projec-

tion (cf. par exemple R. GLOWINSKI - J.L. LIONS - R. TREMOLIERES [7]).

4.3, Exemples tests.

4.%.1. exemple 1.

6 = 10,1] x J0.1[
Le probléme a résoudre est
- +y-fT<O

(4.1) vy -1-inf y(x)<oO x €0
x €C¢

(- Ay +7 - )y -1 =-dinf ylx)) =0
x €0



oy
5a < ©
(4.2) y - 1 - inf y(x) < 0
X €0
GY( .
y - 1 = inf y(x)):
on x €0
On note
411 1
f1 = COS ?;(X1 - Z)
411 1
f2 = COS ?;(XZ - Z)
On prend alcrs :
2
1 1,401\ 2
§(1+f2) + -2-(.—-3-) f2
(4.3) £ =
1 1,411\2
5(1+f1) + 567;) £,

XGT:@G

Cx € ol
six, € [0,4] X
. ‘ 1.
si x, € [O’Z] x

. .
six, ¢ [1,1] x

%(1+f1)(1+f2) + %(%?)2(f1(1+f2) + f2(1+f1))

La solution de (4.1) (4.2) pour f donné par (4.3) est alors :

1

1 :
é(1+f2)

)

1
E(1+f1

%(1+f0(1+f2)

Pas de discrétisation h = (h1,h2) avec h

. 1
si x1 € [Z,ij b4

. 1
six, ¢ [O’Z] X,

. 1
X1 € [O,Z] X2

1

‘ 1
X, € [1,1} X,

o

o

f2nY
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[3e1]

1
(7

']

[0.7]

1
(3

]
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initialisation de la suite d'I.V : yo = 2

Test d'arréts :

- pour la relaxation (résolution d'une I.V) : 2,5.10“6(n0rme L1

discréte).

- pour la comparaison des solutions de deux I.V successives :
2,5.10“5 (norme L1 discrete).

Nombre d'I.V résolues : 17.

Nombre global d'itérations de relaxation : 1300.

Remarque.

Le nombre d'I.V & résoudre est fonction décroissante de A (taux
d'actualisation). Le domaine de continuation est obtenu beaucoup plus
rapidement que la solution de 1'I.Q.V.

La figure 1 représente une coupe de la solution calculée (pour x, = x, )

2
et la figure 2 représente 1l'erreur pour la coupe précédente,

4,3.2. Bxemple 2

O = J0,1[ x J0,1[

Le probléme & résoudre est

- N +y-f<O

(4.5) Y = 3964 —] ylx)ax <0
o

(o + 7 - )y = 395, - | lo)ee) = 0
G

(
as) Y-y, -] sGarso
(64
Wy - 39, - | ylx)ax) =0
\. G
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Prenons cette fois

8I1 1
f = cosS - (x - - )
(4.7) 1 > 1 4
8l1 1
f = o - -
p=cos 5 (2= 7))

Prencns f défini par (4.3) alors y défini par (4.4) est solution de (4.5)
(4.6) pour f défini par (4.3) f1 et f2 par (4.7). Les courbes <:> des figu~
res 3 et 4 donnent respectivement une coupe de la solution calculée et de

l'erreur.

4.3.3. Exemple 3.

G = Jo,1[ x Jo,1[
Le probléme a résoudre est

f - A& +y-Ff< O

y -1 -inf y(x+€) <0

£ =0
(4.8) 1 x+E € O
(-ay +y - £)(y = 1 = inf ylx+8) = 0
£E>0
~ x+5 € O
4 @y
5z = ©
y -1 -1Inf y(x+£) <O
(4.9) 1 Xéfg
%Z (y -1 = Inf y(x+§)) =0
n
. £=0
x+§ € O

Si on prend le méme I que dans 1'exemple 2, y solution de 1l'exemple 2 est

solution.

Les courbes (:) des figures 5 et 6 sont respectivement une coupe de

+ la solution approchée et une coupe de l'erreur.
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CONCLUSION.

Cet article est un prolongement de 1l'analyse numérique des I.V
(R.GLOWINSKI - J.L. LIONS - R. TREMOLIERES [7] et M. GOURSAT - J.P. QUADRAT

[11]) il reste & obtenir des majorations d'erreurs.

Ce genre de méthode peut s'appliquer aux I.Q.V paraboliques et aux
I.Q.V elliptiques et paraboliques non linéaires provenant d'un probleme de

contrdle stochastique.
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A v(x,x)
1
0. g
I .
! ] X
0 0,1 1

Figure 1

Coupe de la solution calculée y(x1,x2)




erreur e(x1,X2) = solution exacte - solution calculée
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4 e(.X.X)

2.10"’3___
1‘0"5____

]

|

|

]

|

0 I |

| |

0 0,1 L

Migure 2

Coupe de l'erreur e(x1,x2)
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Figure %

coupes de solutions



erreur e(x,x)

8.10 -

10 7

-

wde

0.1

figure

Coupes des erreurs
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