ANALYSE NUMERIQUE DE L'EQUATION DE BELLMAN

ASSOCIEE A DES PROBLEMES DE CONTROLE DE DIFFUSION STOCHASTIQUE

Jean-Pierre QUADRAT

Résumé : Nous étudions la résolution numérique des problémes de contrGle optimal

de diffusion stochastique arrétée ou réfléchie.

Pour cela, nous effectuons 1'analyse numérique de 1'@quation de Bellman

correspondante, essentiellement par des méthodes d'éléments finis.

Nous obtenons des majorations d'erreur et la convergence des problémes
discrétisés. Nous donnons 1'interprétation probabiliste des problémes discrets

obtenus.

Ce chapitre est inclus dans le Rapport Laboria n° 140,
Octobre 1975. Depuis ce travail, des estimations L ont &té obtenues par
Cortey-Dumont sur ce probléme (elles sont surtout utiles pour les I.Q.V.) ;
d'autres algorithmes ont &té étudiés dans Lions—Mercier. Cette derni&re étude

confirme, nous semble-t-il le choix de 1'algorithme utilisé ici. (cf. [23], [24]).



INTRODUCTTON

Considérons les deux exemples de contrdle stochastique suivants

- Contrdle d'une diffusion arrétée

Etant donnée une diffusion stochastique

dxt = b(xt,ut)dt + g(xt)dwt
ol u, est le contrdle et W, un brownien.
x_ est la variable d'état.
et un critére

J(u) = Ej’T e—xtf(xt,ut)dt + e—’\T g(xt)

o

od t désigne le temps de sortie d'un ouvert @ de frontiére T.
On se propose de résoudre le probléme Min J{(u)

u

U étant un processus adapté a Ft’ Ft étant la famille de tribus

sur laquelle est défini le brownien.

-

Soit alors l'équation aux dérivées partielles suivante

( - AV +itr[qg*D2V] + ming b(x,u) . DV + f(x,u)g = 0
2 u

Suivant FLEMING [8], RISHEL [17] , supposons que V soit (2.
En appliquant la formule d'Ito 3 e‘At V(x) avec ﬁ(x)e argmax DV.b + f
on obtient 4
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V étant solution de (o) on a alors

T
-Ait -AT
Vix) = E /; e f(xt,ut) + e g(xT)

Si 1'on suppose que le systdme est gouverné par un autre contrdle que u

(0 = T -t
V(x) € E /‘ e tf(xt,ut) + e g(xT)
o

et donc, résout le probléme de contrdle stochastique.

Un lemme de RISHEL [17] amélicré par BENSOUSSAN-LIONS B] montre que

1'hypothése de régularité (trés restrictive en pratique) V € c? peut dtre

remplacée par

verl (@ n c (@)

- v +rer[oo*p?v e 2 (@)
2
On voit donc que le probléme de contrdle stochastique revient a

~ .

résoudre (0).

- Contrdle d'une diffusion réfléchie

Etant donné un ouvert % convexe de frontiére ' BENSOUSSAN-LIONS [4]

montre que 1'on peut donner un sens 4 la diffusion.
dx = b(x_,u )dt + dw_ - n(x_)ds&
t ( t’ t) t ( t) "t

o n désigne la normale a [ dirigée vers l'extérieur, comme une
Inéquation Variationnelle statistique.
On peut également se reporter a FELLER [9], MANDL [15], STOOK-VARADHAN [1§]
CIHEMAN-SKOROHOD Dl] pour la dé&finition d'un tel processus.

est un processus continu croissant sur T défini de facon unique.

t
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U, est le contrdle.

On se pose le probléme

0

" -
f(x_,u_)dt + Ej e At
t t o

min E / e_Xt

u < 0

g(xt)d;t

Considérons 1'équation aux dérivées partielles

= AV +1AV + min{DV.b(x,u) + E(x,u); = O
(o") 2 u
LA R
on|T &
Faisons le méme raisonnement gue pour l'exemple précédent.
Supposons que V solution de (o') soit C2(q) et appliquons la formule
=\t ,
d'Ito 4 e A V(x), on obtlent avec

ﬁf?arg min DV.b(x,u) + £(x,u)
u

00 _:t __';‘
- V(x) = E [ e " (= AW+AV+DV.b(x,u))dt + e .t DV.n dgt
o 2

En utilisant (o') on obtient :

-At

V(x) = E /- e—At f(xt,ut)dt + e g(xt) dgt

o}

et donc, sous l'hypothdse de régularité ¢2, V solution de (o') résoud

le probléme de contrdle stochastique.
Cette hypothése peut &tre affaiblie BENSOUSSAN-LIONS [4]
[ veal() n cl®

[ = AV o+ v €L2(0)




Dans la suite nous nous proposons de résoudre numériquement les équations

(0) et (of).

KUSHNER-CHEN-FU-YU DO] résout ce probléme en approximant les diffusions
par des chalnes de Markg¢v et montre la convergence en loi du processus approxi-

mant, il en déduit la convergence du colt optimum.

Ici, on prendra 1'attitude inverse : on utilise la thé&orie de 1'approxi-
mation des &quations aux dérivées partielles pour résoudre le probléme. En par-
ticulier, on &tudiera une approximation interne (par &léments finis) des
écuations aux dérivées partielles (o) et (o') et on donnera un algorithme
de résolution du probléme discrétisé. Le contrdle sera approximé par des
fonctions constantes par morceaux, la solution par des fonctions linaires

par morceaux et par composantes.

Cette approche nous permet d'obtenir, dans le cadre coercif, des
résultats plus forts que ceux obtenus dans KUSHNER CHEN-FU-YU ﬁO]en particulier

- convergence dans H! du colt optimal,

- majoration de la norme ! de la différence entre la solution du

probléme continue et du probl&me discrétisé.

Ces auteurs obtiennent un feedback meilleur que tout feedback lipschit-

zien ; ici, cette derniére resctriction est supprimée.

Plusieurs exemples numériques confirment les majorations d'erreurs
obtenues, et donnent une idée de la rapidité de convergence de 1'algorithme

de résolution.

On montre également que dans certains cas, pour l'approximation par
éléments finis, et toujours pour 1'approximation par différence finie, le
probldme discrétisé s'interpréte de fagon probabiliste comme un probléme de
contrdle de chalne de Markov et 1'algorithme de résolution comme un algorithme

de Howard généralisé.

En appliquant des résultats de STROOK-VARADHAN D8] on montre que la
mé thode exposée dans KUSHNER CHEN-FU-YU DO] s'applique encore aux diffusions
réfléchies et 3 la discrétisation par é€léments finis (nous le faisons en

dimension 1).




Nous suivrons le plan suivant

1. - NOTATION ET FORMULATION PRECISE DU PROBLEME
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ANNEXE 4 - SUR L'APPROXIMATION EXTERNE
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1. — NOTATIONS ET FORMULATION DU PROBLEME

Dans ce paragraphe, nous allons préciser les hypothéses que nous ferons

continuellement dans la suite, et nous définirons précis@ment 1'@cuation aux

dérivées partielles que nous désirons résoudre.
Soit § un ouvert régulier de frontiére T

. m

(D u:iQ--->R

Multi-application de graphe borélien™ , & valeurs fermées, dans un compact

fixe.

(2) b:oxRE->R"
X,u bi(x,u) Application borélienne vérifiant
Suplbi(x,u)f < M i =1,...,n
X,Uu
| - | | -
‘bi(x,ul) bi<X’u2)‘ < klul u,

(3) 0] :Qm§¥f>ﬂ{ Application borélienne vérifiant
Sup [@(x,u)| <« M
X,u
!@(x.u]) - @(x,uz)g < klul—uz

On définit alors l'application
(4) FioxR xR ---> R
X, U, P z bi(x,u)pi + @ (x,u)
i

* (On peut prendre de graphe souslinien
P P sral



Alors les hypothéses (1) (2) (3) permettent de définir l'application

xR - -->R
X,p I(x,p) = Min F(x,u,p)
well(x)
En effet, u ——>F(x,u,p) est continue et U(x) est compact.

Donnons maintenant quelques propriétés de II.

Lemme 1 : L'application T:QxR -->» R est universellement radon mesurable
L 1%

X,Pp 1(x,p)

et lipschitzienne en pu p.p.

De plus, il existe u(x,p) borélienne vérifiant

M(x,p) = F(x,u (X,p)P) up.p. ; ou y désigne une mesure de radon

n
quelconque sur OxR .

Démonstration

Les propriétés de mesurabilité proviennent du th&oréme du maximum.

Nous donnons la démonstration tiré d'EKELAND [7] dans 1'annexe 1.

T est lipschitzienne en p sauf sur unpynégligeable ; en effet, 3N,y

négligeable, borélien tel que
v <X9P) éNB‘l:TE(X,p) = F(X3U3P>

Alors, soit p et pé€N tels que T(x,p) > T(x.p)

Il existe alors u et u :

{H<X9P> - H‘@QE) ’

IA
Ly
~~
w4
c
o
N
!
rxf
TN
b
=
=3
N

= ?(bi(X,u)pi - bi(x,u)pi) = MI

pi_l—a‘i! -



Grace aux propriétés de mesurabilité obtenues dans le lemme [, on

montre (annexe 2) que l'on peut définir 1'opérateur

1P (2, RM ——==1P ()

z X-—-2(x,2z(x))

et qu'il est de lipschitz

| . 1 ) oy |
| T(z ) u(zz)i sk 1z 7z,]
1 Py | tP(a, ’M

De méme 1'opérateur

u:tP (e, RD -->1P(a,rR™
Z
X ——2>u(x,z(x))

est bien dé&fini et on a :
M(x,z(x)) = F(x,u(x,2(x)), z(x)) p.p.
ce qui montre que
n(z) = Min F(u,z)
u€ U

avec les notations sulvantes

PP (0, R xP (2,8 - —> 1P ()
u z X -—2Ffx,u(x), z(x))

et 1'abus de notation :
U=} uelP(@,8Y] ulx) €l (0 | |

Soit alors



(6) FEL4(Q)

et les espaces
VEH cv'

H étant LZ(Q) ; V = HI(Q) ou Hé(m

On définit :

- la forme bilinéaire aK:VXV-—i>R
dy ov 9y IR
= S A A A B A
ak(y,v) f %.Z. aij Ix. 3%, z alj,l 5%,V AYY} i
Q 1,3 1 J J J
Bai,
od a.. . = I = ] j,i
ij,i T 7 ox.
i 7%

et 1'on suppose

(8) 3a>0 et u: ak(y’Y>zaIy12V + g’yle

On remarque que si (8) est vérifide pour X, elle est vérifiée pour tout
ATz .

&

LA(v) o= j’ fvdq +/' gvdl' forme linéaire continue sur V.
Q r
désignons par D l'opérateur gradient.

DiV——=>H"
y

7 i = 1,...,n

On peut alors énoncer le probléme
On cherche y€V tel que

(9 a,(y.v) - (IDY),v) = 1) VveEHE (D




En notant A, l'opérateur de V dans V'

N
A =71 - S5 41

A . aij 9x. 03X,
i i 773

- 8ig=0 et V=H(®)
le probléme (9) équivaut a chercher yé:Hé(Q) vérifiant

(9" Ay y - I(Dy) = £

- 81 v =H(Q

le probléme (9) équivaut & chercher yEHl(Q) vérifiant

AAY - I(by) = f¢
oM
9y
Y, T8
AlT
a ->
ol v désigne la dérivée selon le Vecteur\)A défini au point x
-
par VA = (aij(x)).g(x) ol g(x) désigne la normale extérieure 3 TI.

2. - EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Dans ce paragraphe, nous appliquons la méthode de monotonie LIONS {12]

pour montrer l'existence et 1l'unicité de la solution de (9).
L'étude approfondie de ce probléme est faite dans BENSOUSSAN-LIONS {4],
Notons

c\(y,v> = ax(y,v) - (I(Dy).v)

et étudions les propriétés de cette application .



. MONOTONIE

2
o - - =
3%0 et 83 20 : VA > XO ck(y,y—v) cx(v,y v) 2 B |y-v v

En effet, I : H-— > H &tant lipschitzienne de constante k, on a :
(H(Dy)=T(Dv) ,y=-v) < ly—V\H lH(Dy)-H(DV)’H < klly—v!H 1Dy-DV‘Hn

kle
$ 3

&

2
H

2 2 . 2 Ky
[Dy-Dv|, + 5o ly=viy < &, 3 [y-vly + 5zly-vl

ol £ est une constante arbitraire.

En choisissant A et ¢ de facon 3 ce qu'il existe a et pyvérifiant

Ekl
OL"'——2-—=B>O

k]
b > O

on obtient le résultat

. HEMICONTINUITE

lim ¢, (yow,v) = c (v v)
A AT
p~0

immédiat d'aprés la propriété de Lipschitz de II. &d

BORNE

ck(y,v) est borné sur tout borné de VxV ; en effet

vigth

(m(Dy),v) ;< [y | vl s Miviy Uyly

. .. _ = _ o e
Enfin, les coefficients aij étant C () donc bornés et & dérivées

bornées, on obtient le résultat 0 |




FAIBLE INF-COMPACITE DE cy(y,Vv)

On a en effet :

(DY) ,y) < |T(Dy)

- }Y|H <M 'V!H (]DyiHn+1)
<§E_ ]|2+E+(g+_}£){!
S Wy T3 7 T Vg

et done, en utilisant (8)

BAO et € Yi A

M

2
¢ (vyw = 8lyly - 7

en prenant :

a - g? =38>0

M M
M = o = =
M 2e 2 >0 o

PROPOSITION 1

Sous les hypothéses (}) (2) (3) (&) (7) (8), il existe ) tel que le

probléme
c\(y,v) = 1(v) Vv €V

alt une solution unique y €V

Cette proposition résulte de l'application du théoreme 2.1. LIONS [12]
Remarque |

Les hypoth&ses de régularité (6) (7) donne yE’HZ(D) ;s en effet,

T(Ny) € L2(2) grice A LIONS-MAGENES [14] , on obtient le résultat.




- - .. . o .
I1 peut étre trds utile de savoir que y € C ({I) pour montrer que 1a
solution de l'équation aux dérivées partielles est solution du probléme de

contrdle stochastique.

Les majorations obtenues dans BENSOUSSAN-FRIEDMAN [3] montrent que
y € Wz’p(Q), p quelconque. On obtient alors la régularité c (o grace au

théoréme de SOBOLEV (Cf. LIoNs [13]). H

3. - PROBLEME APPROCHE

Nous allons construire maintenant une approximation en dimension finie
de (9).

Soit V., un espace de dimension finie

g

p. un opérateur injectif continu de Vé dans V

>

r, un opérateur de V dans VE

g

possédant la propriété suivante

Pg, fg

YveV lim pgr v=v dans V fort.
£~0

yYy

Du théordme de BANACH STEINHAUSS, on déduit que l'opérateur p_r_ est

-

borné indépendamment de £.

Le triplet <V€’ p,, r,) est appelé approximation interne de V

-
£
=l

auBIN [1], TEMAM [19], CIARLET-RAVIART [5].

De méme, soit : <Hﬂ’ qq, s ) wne approximation interne de H telle que
i 8]

£, = f2€ H :;>q_nsnf1 > qnsﬂf2

(Wq, Eﬁ, E%) une approximation interne de W qui sera l'espace de
) m. . . . .
Lp(Q,R ) avec 2< p < ®=. Ce sera l'espace contenant I/ dans lequel on

approximera les contrlles.

A ces deux derniéres approximations on imposera de plus

I (z)= Min q s F(.,E-E-u(.),z(.)) d'exister Vz € LZ(Z,RD), en effet
n ueuqﬂ nn

en situation générale, il peut &tre impossible de réaliser le minimum



¥x € Q, 11 faudrait introduire une minimisation vectorielle qui suppri-

merait le caractdre local 4 la minimisation dans 1'équation de Bellman.

On définit alors le probléme approché de (9)
10 ) - (I = v € Vv
(10) ak(pgyg,pgvé) <'n(D(p€y£),p£vE) l(pgvg) Ve :

On notera :

cg(pgya, pgvg) le premier membre de (10)

Donnons maintenant une estimation qui nous servira plusieurs fois dans

la suite.

Notons

Fn(u,z) = F(.,qnsnu(.),z(.))

F(u,z) = F(.,u(.),z(.))
Lemme 2 : 3 C > 0 indépendante de n
(1) 1 (2=l = [(ma s )Tz, + Clzymz|
no 1l 27" H nn ZIH ] 2 71 LZ(Q,RH)
+ (T s -Du,|
2
' nn 4L2(Q’{Rm)
+ C{z ‘ !(5 g-—I)uI
2! | :
Po,eh 10T TR .
> 2 avec — + 2 = 1
P =z q
u, vérifiant H(zz) = F(uz,zz)
Enfin':
(12) |1 (z)-1 (2], < Clz,mz,|




Démonstration

31.1161,{. : Hn(z]) =qnsnFn(u1,zi)

(13) (2 - n<z2>lH = la s F (a2 = Fluy,zy) |

< ansn(F(ul’zl) - F(uzazz))!H +!(I—qnsn)F(U2,Zz){
or
(14)

(05 (7 152 F Cop20) | - a5, ®, Cy02p) - F(uz,z2>>]+|H

+ |[qnsn(Fn(ul,z1) - F(uz,zz))]_}ﬂ

< Iqnsn(Fn(uz,zl)—F(uz,zz))[H+ la,s, (F (u),z))- Fn(ul,zz))!H

en effet 1'approximation vérifie la propriété suivante
£, > fZ:qnsnf1 > q.s f

D'autre part |q s | < M et (14)
"L, )

a3, (F (v s2)) = F(uz,z2>>!H $ MU[F (uy,2 ) = Flup,zp) | +

[Fn(uz,zl) - Fn(uz,zz)iH)
enfin 4C > O
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- |, -
(15) Fo(esz) = FG a2y s cley 22’L2(52~1Rn)

d'autre part
P (uy,2)) = F(uz,zz)!Hslw(qnsnu2>— w(u2>lH +l(b(qnsnu2)-b(u2))-zzlH
or en utilisant la propriété de Lipschitz de @

IgD(Hngnuz) -$(u2)l < C]u.2 -4 u2] )

1'inégalité de Holder donne alors

[ (b (a5, up) - b(uz))-zzlq§'lzzi

I P (a,rRM LY, rM
1 1 1
avec L+ L=
p q 2
la propriété de Lipschitz de b donneq C > O
[b(q s - (P -
lb(qnsnu2) b(uz)! < C,qnsnu2 uzf

L, r™M
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d'ol
an(UZ’Z!) - F(uZ’ZZ)IH < Clzl-zzle(QJRn)+ Ci(a}gn—1>u2(L2(Q,Rm)
i C!Z‘Z[LP(Q, Rn)l Gﬂgﬂ{)uZ]Lq(Q,Rm)
avec % + % =-% d'ol (11).

La démonstration de 1'inégalité (12) provenant de (15) et de

an(u§’22) - Fn(u},zl)l < C{zl - ZZ! avec Hn(ZZ) = qnsnFn(uZ,zz) cette fois. 4

4, = FXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION DU PROBLEME APPROCHE

. . . L . n
Munissons V_ du produit scalaire euclidien habituel dans R~ que nous
el

noterons [,]
(10) se réécrit
(16) p*A "1 (D ) = f
) _ T -
PePede T PetntPee 3
avec f_ définie par
£, v. 1= 1(p.
{ g Vg] <pgvi)
Nous noterons (16)

(17 C

Et donc (10) se raméne 3 la résolution du systéme non linéaire (17).

Nous allons montrer 1'existence et 1'unicité de la solution de (17). Pour

cela on commence par étudier les propriétés de C

/
-
sn



s P A - A
Propriétés de 1'opérateur C,n et de la forme Ch
z 1

. CONTINUITE DE C.

<

11 suffit de montrer ({Rn fort et faible sont identiques) y?—n-_;g yi
e P AN |
dans Vgﬁ[cE (yg),va] -3 an (yg),vg va € Vg done que

A n A
Cn(P£Y€, ngg);:;zcn(pgyg,pgvg) VVEEVg

Le résultat découle de la continuité de l'application z——aHn(z) et de

la continuité de l'application P a

\Y%

. 3_%_0, Y, ¥ > 0 indépendantes de £ et de nn telles que Vi

SHCRAR A BlpgyE[\Z, - X
(1, (0p.v.), py.) <|I Doy, . ngyaiﬁ
Juew g an(u,ngyg)lH |pgygIH
<X (pogygiLszRn) + l)ipgyaiH < X(lpgyalv + 1>lpgyg1H

et la démonstration s'achéve comme dans la démonstration de 1l'infcompacite de

My, %]

. MONOTONIE DE C:

cx<p,y,,py-pyﬁ-cx(p,v,pyf- p.Vv.) » Bir
n-g’'g g£’g £ g n Lg £°C ¢ &

8 indépendant de & et de n.
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Le lemme 2 donne
II - (Dp. < |D - D b
m,@p,y.) -T (Dp.v)| < [Ppy, - Dpvo|

La démonstration s'achéve comme dans la démonstration de la monotonie
A -
de C". i |

, . _ A _
. Il existe AO YA o3 AOB k> o ]ygfvg— k::}[cgnyg,yg] [fi’yi ]3.0

Utilisant (18) on obtient

2
]V

A . .
e (Peyes BY) > B ngyg X

et donc

A A _
{an yg,yg] - [fg,yg] = cn(pgyg,pgyg> l(pgyg)

2
> Blpgyglv - - }pgyglvlliV'

d’ol le résultat en utilisant l'injectivité de p,.
=

PROPOSITION 2

lIl existe : VX > A, le probléme approché (10) admet une solution unique.

| L3N
L'existence découle de la derniére propriété et du lemme 4.3 LIONS {12]
L'unicité :

La propriété de monotonie entralne

Cx(p,y,,p Y, T Pv.) < cx<p,v ,D.Y. = P.V.) 2 8 |p.y
nEiETETE £ nreEtEtev g £ g g
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soit alors deux solutions Yz et Vo notons W = ¥z < Yor

A A 2
- = > -
cnPg¥ygs PgWg) = c(Pg¥ygaPeie) = O Blogy e = pevye |
d'oll le résultat grace & l'injectivité de p.. a
5. — CONVERGENCE DE LA SOLUTION APPROCHEE MAJORATION D'ERREUR.
THEOREME 1 g
31 : Siy,_ est solution de (10), y solution de (9) on a la majoration

pour \ >,‘)£O:i1 existe C >0 indépendant de £, n:

cly— . < ly-p,.xr + I-q s (D + I-q s ) u
ly pgygiv < lyr, gY|V [(T-q,s) TOY| + [(I-q5) qu<Q ™
(r+ Jyl 5 )
H™(Q)
avec q »n et T(Dy) = F(Dy,u)
et donc png -~y fortement dans HI(Q).
Démonstration
Utilisant la monotonie des problémes approchés.
(19) X (p.y.,p,y, - p.1.¥) - Mot ypy. - Ty 3 8lp,y, - p.r le
ntEtETrEE g g n-gég £ g £ g g £ 8y

(10) et (9) =
(20) ¢ ( - porLy) - el - p.r.y) =0

(19) + (20)=—>



A A 2
— - - > -
(21) ¢ (7,pgy; = PT¥) = ¢ (BT, ¥sp. Y, ~ PTY) > Blp.y, pErEYIV

S

(21) les définitions de ck et de ci :§3M2

22 - - ‘ - -
(22) M,ly pgrgYIV p,7, pgr£YIV +[1 Op,r,y) H(Dy)IH Py, pgrgYIV
2
> 8[p,7, par£YIV
_ | ; -
(23) M,y pgrgylv + |, (Operey) H(Dy)!H > Slpgyg pgrgylv

qui donne une majoration de l'erreur discréte.

Utilisant 1'inégalité triangulaire :

24 - S - -y -
(24) JpgyE pgrEYIV > |p,v, Y[V ly PErEYI

(23) et (24)donnentune majoration de l'erreur dans V.

(25) 0ty + 8) |y = preyl [0 Opr gy = BON [ 38ly = pgy

Utilisant le lemme 2 on obtient :

]Hn(Dpirgy) - H(Dy)]H < |a- qnsn) I(Dy)| + k(}D(I‘Pgrg) Y|L2(§2,{Rn)

+ |(q_s_ - I)u] + |Dy] | (¢ s ~T)u]
nm L2(2,R™ LPo,R™ T 1%a,RY
avec B + RIS et I(Dy) = F(Dy,u).
p g 2
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Utilisant le résultat de régularité y£H2(Q)

3c >0 : |y s ¢|py] < cly|
LP(Q,RD) (HI )n H2

. . 1 1 .
4 condition que > 5 7 sin> 2

L
P

et donc en prenant g > n on obtient la majoration cherchée.

COROLLAIRE |

De toute suilte (&;n, nq)-—— - (0,0) on peut extraire une sous suite encore

notée (gn, nn) telle que :

b(-,qn uﬂ (.)) ===1b (.) dans G(Lm,L})

n mn
®(.,q u  (.)) ———>g0*(.) dans G(Lw,Ll)
n n
n n
avec b Dy + 0 = m(y*)

ol y désigne la solution du probléme continue (9).

. . . - o ]
D'autre part il existe une sous suite q u == u dans o(L ,L ).

n nn

En général u n'est pas un contrdle optimal cependant si

(241) W (x) est convexe Vx
(242) u ==->b(x,u) est convexe sur {x/Dy" »0}, concave sur {x/Dy* <0}
(243) u — > @ (x,u) convexe Vx

alors u est un contrdle optimal.
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Plus précisement la restriction de U 3 1'ensemble des x sur lequel i la

fois b(x,.) convexe et Dy* > 0, ou b(x,.) concave et Dfe £ 0 est optimale.

Démonstration

Soit une suite (Sn, nn) -2 (0,0)

*

Appelons Lin

€ Argmax I_ (Dp, vy, )
n nn C“n gn

b(.,q u': (.)) reste dans un borné de L™ (9) par hypothése.

n n

Il existe alors une sous suite encore indéxée par n convergente Vers

b dans o(Lm,L1 ).

. ea”ih
Il en est de méme pour 0(.q U (V) = — -—>¢)‘J¢
Tn Tp n -+

D'autre part le thé@oréme précédent nous permet d'affirmer que

ng y(S ~—-> Dy* fortement dans LZ(Q), v* étant solution de (9).
n

o}

Soit alors ¥ appartenant 3 HI(Q) on a

1
q, s. ¥ — —-» V¥ fortement dans H
& & n > <«

an
>

R 2
s' q' q. Sg Y ——= > V¥ fortement dans L
n n °n n n -

/ .
(267 (b(.,q_ ul (D)) Dp, v, +@(.,q. uf (), s’ q' q. s. Y
nn nn gn Qn nn nn nn nn ;n C’n

n > ©

®- Les " ' " désignent ici la transposition.
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or

by ; *
(247) = 1(p, v, ¥) = ay,(p, v, 5P, 1 ¥) —> 1(¥) - &y (v,¥)
€. n AR TE TTETE A

n n > ®

et donc :

(24%) ' Dy* +9* = T(DY*)

Faisons maintenant les hypothéses (24]), (242), (243) a, u: restant
n n
dans un borné de L converge vers u pour la topologie o(Lw,Ll).

W (x) étant convexe et fermé ¥x, L est faiblement fermé et donc u € WU.
Soit alors ¥ » O.

L'application u — — = (F(u,Dy"), ¥) est convexe fortement continue donc

faiblement s.c.i. et donc

(F(u,Dy*),¥) < lim (bCyq up (IDy" +0(,q

oo n n n n

et donc grace 2 (245)

#*

(F(G,0y"),9) < B'dy* + 0%, v) = (1Dy*),9¥% » 0 e1.2()

et donc u est optimal.

En prenant maintenant des ¥ ayant leurs supports inclus dans 1'ensemble des

/,
X ol (243) et (244) sont vérifiés on obtient la fin du corollaire. =
Remarque |
Ce résultat ameliore légérement les résultats de KUSHNER CHEN FU YU {IO]

qui au moyen de technique purement probabiliste obtient un contrdle qui est

meilleur que tout contrble lipschitzien. Ici cette restriction est inutile. 1




i
3%
w

!

Remarque 2

Ce résultat montre clairement que seule la convergence des b et § est

utile et non pas celle des u pour obtenir la convergence des colts. On obtient

le contrdle optimal par section aprés passage d la limite sur b et et non pas

directement sur les u, excepté hypoth&ses particulidres.

6. = EXEMPLE D'APPROXIMATION

Dans ce paragraphe nous allons donner un exemple d'approximation.

Nous supposerons (parallélépipédique.L'extension & Q poly&dre convexe est
immédiate. Pour des domaines courbes on peut prendre les é€léments isoparamé-

triques CIARLET RAVIART [5] .

Nous nous donnons deux partitions Q_ et Qn de Q en parallélépipédes.

g

Q = U = UQ?
;0> jn

Nous supposons que £ est une sous partition de @, c'est-d-dire que
i " ’ -

g

PO . . 1 P
chaque élément . de Q. est une union de Qn . En général on prendra Q, = Q
= el

7

™

L'hypothése II_(z) = min q s F
n u€h n

choix des approximations (H s et (W,q , s). s F devra étre constante
PP ] ( BPL n) ( SR r]) 1, o
s

(-,E%EHU(-),Z(.)) existe, nous impose le

P i ~ - ~ .
sur chaque élément Qn. I1 devra en etre de meme pour ¢ u. I1 est alors clair

nn
que Hq(z) existe. On voit alors que ce genre de discrétisation conserve au
i
probléme approché le caractére local de la minimisation. De plus nous ne
connaissons pas d'autre type d'approximation assurant l'existence de Hn(z) pour

n'importe quelle fonction F.

Donc les éléments finis destinés 3 approximer le contr8le u serons les

fonctions constantes sur les Qi .
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Pour 1'approximation de V on peut prendre n'importe quel type d'&lément.
Cependant la majoration (18) montre qu'il est inutile de prendre des &léments
plus compliqués que les &léments QI (fonctions de bases linéaires par rapport
d chaque composante) la précision de l'approximation étant limitée par la qua-

lité de 1'approximation du contrdle. |

1 - Approximation de V : (V_,p_, r,.)
E—=¢ ST

V. = RN ol N est le nombre de noeuds (sommet des parallélépipédes de

g

la partition)

bt R —— —u'(a)
: ¥or ok
= (),
Ve pi(y€> kzly 0 (%)

k . .. -
avec @ (x) fonctions de base, linéaires par rapport & chacune des composantes,

valant | au noeud k, 0 ailleurs.

N
r‘E : HI(Q)--—éR
5! i
v y, P K (y) = Zy. ¢ (x)
@ k=l ... W) ic

H1 1
P I désigne la projection au sens de la norme H sur 1'espace engen-—
©F,k=1...N)

dré par (ng k=1...N).

Remarque

. . 1 . . . -
Si on veut approximer H () il suffit de se restreindre i un sous espace
0

de Vg obtenu en imposant les contraintes yk = 0 k € I'(noeuds appartenant 3 la

frontiére). i
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THEOREME 2

ly-p,r. ] $
£°e H](Q)

avec 1

grayon de la plus grande boule circonscrite & un parallélépipdde de la

partition.

o rayon de la plus petite boule inscrite dans les parallélépipédes de la

partition.
démonstration dans CIARLET RAVIART {5]

Le théoréme précédent prouve que pour tout y€H2 on a
lim!y—p yl ——-> 0 dans Hl. 3

-0

£'x
LSV
P

2 1 _ . .o . -
H™ étant dense dans H ,I-p_r_ &tant un opérateur linéaire continu bormné,

£ &

on a le :

COROLLAIRE 2

‘s/yEHI ()

liml"‘p r.y =0
,y Fed g [ 1
£-0 H

Em i

N

p
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2 — Approximation de H et de W

L'approximation de H est notée (Hn,qn,sn)

L'approximation de W est notée (WH,EH,E%)

N
Avec Hn = R O,NO est le nombre de parallélépip&des dela partition Qn

N m
W o=@R?Y
n
N
aQ, R %= 1)
N
° 3
y y= Ly ¥.(x)
n i=1 Mt
v (x) = ﬂQ_l(x}
n
N
7 R HM== 1P ,rM
N
o] N
u (ui = 5 ul ; vo(x) i=1....m
n _‘]=1 Ny 3
N
s 1 1i@-—>R°
n
y Vy
L2 No
avec P(W. i=1 ... N) (y) = 'Z v Wj(x)
1 0 =1
— P NoXm
s L (2,RM -==>R
N
u u
I8
L2 No ;
avec Plo,i=1 ... ¥ y(ug) = i w00



_29_

On a alors les résultats de convergence suivant

THEOREME 3

2
iy-qnsnyle s eyl

6] H

- - 2
u-q s u < enju
N !LP(Q,Rm) %l !LP(Q,Rm)

avec

n rayon de la plus grande boule circonscrite aux parallélépipédes de

la partition Q .
n

6 ravon de la plus petite boule inscrite dans les parallslépipddes de

la partition Qn

COROLLAIRE 3

VzELz(Q)

limly -q_s y| , =0
nntt 2
n->0

YuerP (2,87

limlu-qnsnu] > n =0
0 LP(a,r™

3 - Une majoration d'erreur

Les théorémes 1,2,3 et les corollaires 2 et 3 permettent alors

d'affirmer :
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COROLLAIRE 4

Si v est solution de (9) vérifie les conditions de régularité

suivantes :
yEH2

1
I (Dy)€EH

F(Dy,u) uEWI’q(Q, R avec q >n

du réalisant I(Dy)

Alors

ly=p.y.| . c@® +n°
g’ 5

@z

Hl

De plus si :
I

yei ()

1(y)eL?

werd(a,rR™

alors : lim [Y‘P€Y;l = 0 e |

O ey

Remarque

On obtient des résultats équivalents avec des E€léments finis tétra-
édriques. Nous avons donné les résultats dans le cadre des &léments parallélépi-
pédiques, car pour les applications que nous ferons (& 1'Economie) les domaines

sont de forme simple.




4 - Exemple

2 =]o,1[

U ={m, M]
2 a0 ot aymmin (bGow 2L+ @x,uw} = £(0)
55 2 e y-min X,u) 3% P(x,u
u€W
1
(25" 3y oy
5z (0) = g(0)
_al =
L (1) = g
Prenons & =n et nf = 1.

Le probléme discrétisé se raméne a4 la résolution du systéme non

linéaire suivant :

I o
4 g A oY, (&
o,l AE Lol f \E 1. z g [ ., O
y_ (—= / a(x)dx + =) + y_(—= a(x)dx + =2)- =min = b(u,,x) +
3 gz o 3 g gz j 6. 2 o £ 7, 3
o u
£
£ o g <
[ oaiwax < [ (560 (1= £ hax - a@s(0)
o = ) z
pour j =1 . N-1
i€ .
C . (3+Hg
}’J 1(‘—;/ a(x)dx + 2%)*‘ YJ(2 AL L [ a(x)dx) +
. 3 52
S (e (j-1g
j_,J-1 ig
. ]E yi-y )
j+l o=l CAEy L T8 Tk b !
(252 < 7Y — a(x)dx + =) = 3 mrTE /(._1);0(”5 yx)dx
. 1+1 ] 1+ 1 .
i . A A A GeDe
+ / 0 (uJ ,x)dx - 5 min —?——;—-—-— / b(ué,x)dx + / g)(uj,x)
(-1t 1 i
hj3 (i+1Dg
= £(z =jrD)dx + / (- = +j+1)dx

(j-De ig
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-1 - ng ng
S [T aeom e B e 2ds [ atoax s 2o -

g
£ e 5 -1
-
Y-y ng _ ng _
-%-min 2 Eg / b(ug l,x)dx + @(un l,x)dx =
un-l (n-1)¢ (n-1)¢

ng -
- / £ (¢ ot Ddx + a(Dg(D)
L (n—-1)¢g

Nous remarquons la forme particulidre du systéme qui peut s'inter-

préter comme un probléme de Bellman discret.

7. — ALGORITHME DE RESOLUTION

Le probléme discrétisé obtenu &tant non linéaire, il faut maintenant cons-—
truire un algorithme pour le résoudre. En utilisant la remarque précédente
sur 1'interprétation du probléme discrétisé, il vient immédiatement a 1'esprit

1'algorithme suivant :

Algorithme
Etape 1 ug donné
n n _ .
Etape_2_ : g, T >y, par résolution de (26)

26 2 - F(D ooy, -1
(26) 2, (p.y; ngg) (q_s F( péyﬁ’qnun) D V) (ngg>

Etape 3 : yg —-——-}u;ﬁl par (27)

1) el on J est défini par (28)
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. = * . 0= * = | o
(28) Ty = {0 ¢ q s FOpy,qu) =1 (Dpy.)}

Etape 4 : retourner a 1'@tape 2 jusqu'ad convergence.
Notons Ag . la matrice définie par :
b
u -
AL v = a v.) - s F(D ,o.v.) Vy_ ,v_ €V
Nous faisons 1'hypothése :
(29) ég . a tous ses termes hors diagonaux négatifs ou nuls
2
Yu : g ué€l. e
-n nnT
Remarque

Cette hypoth&se est réalisée en dimension | ou 2 d&s que & est suffisam-
ment petit par le type d'approximation utilisé&, pour un opérateur dont la par-
tie principale est le Laplacien. En dimension 3 cela dépend des termes du pre-
mier ordre,en dimension supérieure elle n'est pas vérifiée. Pour plus de dé-

tails, on se reportera i 1'annexe 3.

Par contre les schémas différences finis possédent cette propriété pour un

pas suffisamment petit.

THEOREME 4

aio“ : YA » Ao_sous 1'hypothése (29) alors yggfend en décroissant vers ;g

. . ol P
solution de (10), toute suite convergente de {un}converge vers un élément de

16




Démonstration

n+1 n
a) Yy S Y-

En effet (26) —

n nt+l n n+l
_ A _
(30) a(pg(y‘g Ve ),pgva) /(pi(y(E Ve ),ngg>

-(q s (b(q u )ngyE —b(q u )Dpt E @(q u ) @(q )) D,_V,)—O

vaevg

d'autre part :

(31) b(q u )ngyg- b(q U )Dp yg = (b(q u ) - b(q U ))D gyr

+ b(Enu ol ) (Dp,. (yg“yé1 I))

‘ _ — 0, _ n+1
(32) 9 = (b(g uD- bl NDpT + O uD) O (g e ) 5 0

(30) (31) (32) =

n n
- D = 3
(33) a(pgzg,pgvg) + A(p, g,pgvg) (q s b(q U ) P, Zg,D VE) (@,, PV)

>

20

oY

Yv €V_  avec 8,
5 g

(33) se réécrit.
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n+tl
(34) AE z
SN ‘

g B
]
@

¥y

D

n
Montrons que z_ > O

g
Multiplions (34) par zg_
n- un+] n n- un+1 n-— n-— un+1 n+ n n-
35) z_ A_ z_ ==z_ A z_ + z_ A z =16_, 2
( ) 5 S, N 5 3 £,sN S g g,sN [ 3 g }
Or 1'hypothé&se (29)
n- un+] n+
z_ A Z < 0
£ &,n &
nt+l

e u
d'autre part la coercivité de A

entralne :
3

u S ulp zn—!z
g &,n &

£ 'y

L'injectivité de p_ assure alors que (35) est vérifide si et seulement
2

S N B

si zg = 0 d'old le résultat.

b) La suite {yn} reste dans un borné de V
S

i
>

(26) = Jc >0

clpgyzlv < Mv * lags @ty
or
(36) }q”sﬂgzm,n) s M

@ (u) M indépendant de u.

L'injectivité de p, donne alors le résultat.
3
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=]

c) ¥y

—-—)y* solution du probléme (10)

¥y

n . . p . P n PR
yg,etant une suite décroissante bornée de R ,converge vers un €lément

de R"” noté yz .

dtant un opérateur continu de V_ -—=>V

Pg z

¢,
7

ngyé1 -—--> Dp yg\ dans H

g€
Hn gtant continu comme opérateur de H-—-—=—-=>1H
n %
HERQY -=—=> 1T (O dans H
n( pgyg) n( pgyg)
(26) peut se réécrire.
-1
37 Dov.) + A(p.yo,p.v.) - (I_(Dp.ys ), p.v
(37) a(pgyg,pg g) (pgya,pg g) ( n( P:Ys ) P: E)

— n n _ n-1 i - .
(qnsnb(qnunMngyg ngyg ),pava) l(pgvg)

Or (36) et le fait que b(u) est uniformément borné en u entralne en

passant a4 la limite dans (37) que :

(38) a(p;yg,pgvg) + K(pgyz,pgvg> - (Hn(ngyi),png) = 1(p.vy)

et donc la premiére partie du théoréme en découle.

d) Toute suite convergente de (™} converge vers un élément de J ¥5
b ST

En effet 1'application [R x \l'g ----R

1 i - 1 - i
Vo) === b Dp. +
(un yg) Sn( (qnun> P:Y: @(qnun))

est continue.
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. -E:]u est fermé borné dans Wn donc compact et donc EKELAND [7]

1'application Ve - —93(37(,_;) est s.C.s d'ol le résultat. 5

8. - TESTS NUMERIQUES

1 - Exemple |
Soit l'ouvert Q = ]O,I{

W= [m0] ms-22

Ay =Ay —min[u L+ uz] =0

(38) 3 (o)

[}
o

3Y 1y = -2

(38) se discrétise en utilisant (25).

A 1,-1

0.1 A :
ezt R Ty ey ) 70
; g uf
S
. - yi-y)™ 2
j=1,-1 . A j2n L2 *l,=1 Ay _ L Sl W Al
(39) v (= +2 * yi( 5+ 5) Ve (—+ 6) 5 min (-—-—-——IE R
: : g i
u
Z a
| i
! Ve TE o5, 30
——2—m1n( up +uy ) =0
. € 12 &
o
4
y_yn—l 9
n-1 -1 A n,l ) g - -1 -2
- (—2+€) y’<2 -%—)-jmln(ggb +unl+un1)= ZA

/
g
J
Yy ’
o]
|
vy
oy
w
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(39) a pour solution :

y = —sz -2

en effet (39) est équivalent au probléme suivant :

1 Byz
>\Y"‘Ay+z- —a'-x—=0

(40)

It
o

0)

e

dy _
T (1) = =2x

Résultat numérique pour A = |

i y lyé -y u

0 ~2.00 0.278E-2 0.05
I ~2.01 0.279E-2 0.15
2 ~2.04 0.282E-2 0.25
3 ~2.09 0.286E-2 0.35
4 -2.16 0.293E-2 0.45
5 ~2.25 0.302E-2 0.549
6 ~2.36 0.312E-2 0.649
7 ~2.49 0.324E-2 0.749
8 ~2.64 0.3378-2 0.849
9 -2.81 0.352E-2 0.949
10 -3 0.368E-2
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i

g

=
Si 1'on fait la différence entre u, et u(ig + %J on obtient une erreur

de l'ordre de 10_3.

Pour un test de l'ordre de 10—10,pour la norme L1 de la différence
de deux itérés successifs, de l'algorithme décrit au paragraphe précédent
4 itérations ont été nécessaires . Chaque itération colite la résolution d'un
systéme linéaire de dimension n et la résolution de n-1 minimisations en

dimension 1. s |

2 — Exemple 2

On fait ici un test en dimension 2, le contrdle étant lui méme en

dimension 2.
o =]o,1[xJo,1[

_ . 9y qy 2 2, _
Ay + Ay + min {ul e T W e T Y + u2} + g(x) =0
4y 1 2
42

B_Y_ =
\3XI 0

2
avec g(x) = (A + ZHZ) cosll Xy cosll X, + %~H (cosZHx2 + cosZHxl)

La solution analytique de ce probléme est

vV = cosIIx1 cost2

Pour un pas de discrétisation de 1/10 nous donnons les tableaux res-

pectifs des erreurs pour la solution et les 2 composantes du contrdle.
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b_HE8'S  y_H9STy ¥ dAyhTZ G HIT” v ASLTL_ % W8LT % WT6TT_ v _AyyTT_ v _H9LT1_ Yy 4671

€ A29°1 € H8Z°1 % 4TI, S _W60°8 vy dIvh v HOyT/ % AGI'8 ¥ ﬂmﬁ,N; 7 d6Y6 4 AneTh

€ 87’ € 88Tl € dATLTL % _@6STT v _H06'y_ v d8LT6_ € AL1T1_ ¢ Agltl_ % A1L'6 q i w

£ 485"z € H91°C € _dgyTl v _H6%'S vy _H8L'T_ % HOL'6_ € A48T € ATk’ _ o rA AR B ol (T o

€ dl% 7z € dzl'c € H6STL ¥ _@88°8  y_U6T 1 v _AE8'S_ € dALITI_ € A6S'1_ € avgTi_ m 496

€ _M96°1 € _A%¥8 1 € {65l € _A/l” v_HE8'C vy @6T°1_ v d88°8_ € d6STI_ € Azlz_ € aly”

€ d6€71 ¢ FTy'l € WZyl  €_@8T'1 % _HOL'6 Y _@8/°T % _dH6wS € _dAgh _ € d91°C_ € W8S N

7 %6ty "ILT6 € MelTl € HLTL vy 48L°6 % @06 v _@6G°C_ € ACITI_ £ A88°1_ € d7e” N

b awety  y_d6y'S  y_AELTL v _AS1'8 v d9yTL % dly'y G 460°8 q;mma.ﬁx € d87°1_ €.979°

7_d6T°1  9_H9LTL  y_dAyy T % AT6°T % _HSL'T % _HSLTL G _HITTI_ % Ayt % d9GTy qmmmm.mu

v _d€8°S € _H79°l € _HZE€'T €. W8S'T ¢ HIY'T € H96°1 € H6E'I v _AYS gy dAYETy % W6T”
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Nous donnons maintenant un tableau indiquant 1'évolution de l'erreur

quadratique moyenne discré@te en fonction du pas de discrétisation :

Log (erreur)

4
- 24

» Log §&

-2.5 - 1.5
L'erzeur est satisfaisante,la pente est d'environ 3. Or, l'erreur

HI(Q) étant en £, l'erreur LZ(Q) est en gz par exemple CIARLET RAVIART [5] .

On sait de plus DOUGLAS [6] qu'il y a super convergence aux noeuds.

Extrapolation de RICHARDSON

Nous avons essayé 1'extrapolation de RICHARDSON sur cet exemple,a

savoir :
Soit yg la solution avec le pas ¢,

la solution avec le pas £|2.

v

L'erreur quadratique moyenne discréte de y,. est de 1'ordre de ]O_4
G

pour des pas respectifs de 1/10 et 1/5 alors qu'elle est de l'ordre de 10_2

pour y_.
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MARCHUK~-SHAYDOUROV [l6] donne des résultats théoriques pour d'autres

équations.

3 - Exemple 3

On se pose le probléme de contrdle stochastique suivant : On considére

le carré Q = ]O,l[ X }O,l[ de frontiére T = FIUF20F3UFZ+

La diffusion réfléchie contrdlée suivante :

11 1 1
dXt = ug dt + dwt + dAt

2 _ 2 2 2 3
dxt = ut dt + dwt + dAt dAt

1 .
W, et wi indépendants.
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On définit alors T comme le temps d'atteinte de la frontiére Fq.

De plus on partitionne @ en deux zomnes Q] et Q. On pénalisera les

trajectoires passant dans QZ par PEX temps passé dans QZ.
Le probléme consiste alors & réaliser :

* -At -t
Min E( ‘/ PEXﬂQ (xt)e dt + e ")

2
(u],uz) 0
compromis entre le temps d'atteinte de r, et le colit de passage dans 2,

Nous donnons maintenant les résultats obtenus pour différentes valeurs

des paramétres A, Umax, Umin, PE.
Les fléches dans les figures suivantes indiquent la direction du

champ (ul, uz), 1'intensité é&tant toujours, & l'optimum, maximum dans la

direction considérée.

4 — Exemple 4

Application du contrdle stochastique & un probléme de croissance de

firme.

Nous donnons ici quelques résultats numériques sur un modele de

croissance de firme donné dans BENSOUSSAN LESOURNE [3] .

Modéle

Les variables d'état sont :
%(t) la trésorerie disponible & l'instant t ;

y(t) capital investi a 1'instant t.
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Les variables de contrdle sont

v(t) l'investissement par unité de temps ;

w(t) dividendes distribués aux actionnaires.

Les contraintes :

v » 0 il est.interdit de revendre le capital investi ;

0 les dividendes sont toujours > O.

£
Y

Les équations d'évolution :

dyt vdt

dx

(Adt + edBt)f(yt) - (vt + wt)dt.

(Adt + adBt)f(yt) représente les dividendes rapportés par le capital investi

qui sont supposés stochastiques(Bt est un brownien), 3 rendement décroissant f(y)

du type 1--oce—By

Les conditions initiales Vo et Xy

On définit alors le temps d'arrét (faillite)

1 = Inf(t:x(t) < 0)

On se pose alors le probléme de la maximisation des dividendes versés

T .
MaxJ = E /- e ltw(t)dt
v,w o

sous la contrainte v, + w, SM(y,) investissement * dividendes versés g divi-

dendes moyens regus.



On fait alors le changement de variables
71 = £(y)

a,l[ et y = 1 log 17y

Y]EJI - E o

Le probléme de contrdle se réécrit :

« .
[

B(1 - Y])V

e
1t

(h + e\))yl ~v-w Ve bruit blanc

T .
. -1t
Min / e * wdt

v30
wz0

v+w slyl

L'équation de BELLMAN s'écrit :

v(O,y]) =0

2 2
. s 23 3V 3V 3V o
iv + = v, ot Ay, Fra max{B T (1 yl)v = (v+w)+wl= 0
ax v 1
W
Faisons les changements de variable successifs suivants : (leur but

étant de ne faire apparaitre que des nombres sans dimension dans 1'équation de

BELLMAN) .

Posons

U = ——
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<
it
> <

X

28

i

1= 2
2 £ vl
L'8quation de BELLMAN devient :

2

2 2 37U aU 3U
U+ oy U-x) 5t 5 (mxp)y (Iymy )+ max ==
BX] 1 1.‘;0 1
w1>,0
v tWSY,
5U
3 (=x ) vy + Wl + vy =
U(O,yl) =0

en effectuant les minimisations, on obtient :

U

U
(l—xl)H7 > max(l, — (l-yI)Hl)—A__/ v,
< Oyl

aU aU
1 > max(?}—;l— (1 yl)Hl’ 3};1—(1 Xl)Hz) #wl

i

— A\
]V] (1 le

W

v
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En supprimant les indices | on obtient :

2
2 2 37U _ aU 2 U 3U _
U+ y (1-x) -———BXZ =% (I=x)y" +ymax(l,=— (1—><)r[2,——ay (1-y)1) =0

(as)
~
(@)
-
g
N2
|
o

\ I—a <y <1
Cas particulier Hl =0 H2 =0
2 2 2U U 2
Uy (1m0 T &= - 22 (1-0yT + y = 0
2 IxX
9%
U(0,y) =0

Ce systéme s'inté&gre facilement ; en conservant la solution bornée

on obtient :

1
U= y(-(1-x) 7)

Cette solution analytique nous sert de test pour l'intégration numé-

rique. Avec un pas en x et en y de 1/10 on obtient le tableau d'erreur suivant :
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Stratégie optimale (dépendance avec HI et HZ)

c & v=w=0 ; d &= v=0 w=y ; 1&w=y v=0

i
N2 0 1 1.2 1.5 2 3 4
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9. - INTERPRETATION PROBABILISTE DES PROBLEMES DISCRETISES OBTENUS

Nous supposerons ici que la propriété (29) (condition suffisante pour que

le principe du maximum discret soit vrai) est vérifiée.
Autrement dit nous serons capable d'interpréter de fagon probabiliste

les problémes discrétisés que dans le cas ol ils satisfont au PMD (principe

du maximum discret).
Commengons par formaliser un peu ces problémes discrétisés.
On considére :
U compact de R,

(40) AUcR™ = — - L®R™,R™) continue
u A(u)

avec A(u) vérifiant le PMD et non singuliére Yu € W

(41) £:U - =—= > R" continue positive.

u £(w

On suppose que (A,f) satisfait 3 la propriété

(42) v » 0er" Max A(u)y - £(u)
u€u

. . n . .
existe pour la relation d'ordre usuelle de R et est continue comme applica-

tion de R™ dans R" qui 8 vy — — = Max A(u)y - £(u).

Proposition |

Sous les hypothéses (40) (41) et (42) il existe y unique positif vérifiant.

(43) max (A(u)y - £(u)) =0

u
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Démonstration

On reprend la démonstration de convergence de l'algorithme du

chapitre 7.

Soit v, et v, deux solutions de (43).
Soit alors Uy (resp. u2) Argmax A(u)y1 - f{u) (resp. Argmax A(u)yz-f(u)).

On a :

]
o

Alup)y, = £(up)

1
(@]

A(UZ)yZ - f(uz) =

et donc :

Aluy, = Aluyy, * £(uy) = £(uy) =0

Alu) (y,7y,y) * vy ACu) = Auy)) + £(uy) - £(up) =0
or :

Auy)y, = £(uy) » Alu)y, = £(u))
ce qui prouve y, = y, » O

De méme en intervertissant le rdle de y, et y, on obtient Yy ¥ Y, d'ol
1'unicité.



En utilisant la condition suffisante pour qu'une matrice satisfasse au PMD

(annexe 2) le résultat précédent s'applique aux matrices

D—St(u) avec D diagonale > I (dont les &léments %=o sont notés dk>
S (u) stochastique satisfaisant a (42).

Le probléme (43) s'interpréte alors comme le probléme de contrdle suivant

Min E
u€u

1
I (=——) f(u),,.
o jsi () k()

W8

1

La loi de probabilité &tant définie par la chalne de Markov dont les
états sont les indices k=! ... n de probabilité de transition S(u), partant
du point k(0) = ko.

Et donc :

Les problémes discrétisés qui possé&dent la propriété (29) s'interprétent

comme des problémes de contrdle de chalne de Markov, l'algorithme du chapitre 7

comme 1'algorithme de HOWARD [201 asgocié.

Remarque

En général la propri&té (42) est assurée grdce au fait que pour chaque 1
) i (probabilités de transition) dépend de composantes différentes du

contrdle. Le probléme (10) bien que vérifiant (42) ne vérifie pas cette propriété

de dépendance. 3

I1 est alors naturel de penser que la chalne de Markov ainsi obtenue
approxime la diffusion initiale, et!qu'il existe donc des méthodes purement
probabilistes pour montrer la convergence des praoblémes approchés vers le
probléme initial. KUSHNER CHEN FU YU [10] utilise cette approche pour des
diffusions arr8tées et pour des discrétisations du type différence finie.
Montrons que cette méthode s'applique ici &également. Nous le ferons sur
1'exemple du chapitre 6 diffusion réfléchie en dimension 1, approximation par

éléments finis.



Reprenons donc 1l'exemple du chapitre 6 avec £ = 0, g = 0.

Notons :

i | (i+1)¢g
a. = T / a(x)dx

S

ig

: (i+1)g .

1,0z, 1 1
bi(ui) =T / b(ui,x)dx

ig

: (i+hHe .

05 = / (up %) dx

ig

Les &quations (252) se réécrivent.

o) ag AE 1 —az AE 1 0,,0, 0 o, 0
S h A5y by (— 52 -1/2 mi - =0
yg( v 3 ) yg( =t ) / rj;n((yg yE>b£(ug) +§0€(ug))
g
_ai—l i-1 ot _ai
i-1, “¢g AE i, %t T AE i1, "2 AL
yg(g +——6-)+£(£+£+23) yg(g+6)
. i i-t, i-1, i-1 i-1, i-1
(44) < - 1/2 M?n ((yg-yg )bg (UE ) +Q)E (ug )
1-1
u?“
—1/9 M i+1_ i bi i i, 1vy 2
/ §€ ((yg yg) g(ug) +<pg\ug,) 0
£
_an—l an—l
n-1 £ AE n, & AEN . ,..n_n-l,, n-l, n-l n—1
Ve ( R ) yg( : =) 1/2 mln((yE Ve )bg (ug )+§Dg

un—l
\
€



E,w
S175-1(u)

g,uw
AL

gbsw
1,1+1(ug>

1]

g,
So,o(ui>

Si’w(u )

1]

Sg’w(u,)
n,n [

3

al—l
é - A% I/ZbE-l(ug- )
= JEETI
E L. B LU
£ £ %
% +<1% - 1/2(bg(ug) - bg— (ut
I
E L &,
£ £ I
A
%o, i
T 2 + I/2b€(u5)
T 1
&, & .0
£ £ E

Le Rz - 1/2p2 )
S S 5
aO
A
£ £
aO
% 2 ©
: z t 1/2b£(ug)
aO
=+




an—l
S 28 L h
n-l,n" £ an—l
E . w
g g

W e e e . .
On remarque que Sg’ (ug) ainsi définie est bien stochastique. D'autre

part (44) se réécrit :

ns
Max ((1 + A5 I-s(u))y - £°%u.)) = 0
u g g

£

&
avec fg’w(ur) et A5'% géfinis par :
g

i-1, 1 i, 1
1/20T 1
g, L 20 ) 120500
1 3 al—l al
E L+ &40
g g g
i 1/2 00 (ud)
ft”w(u ) = g &
o] g o)
a
R
g Z
-1, n=1)
. 1/2 o u
f€3w< r) = gﬁi S
n an 1
——
e } AEZ
"1 -1

©

U
+
»

AN =
+
e



N 2

Xz’w = O>\g
a, t w

g
Y 2
T I—t
? a + w

g

On considére la chalne de Markov Xj de probabilité de transition Sg’w(u;)

et d'atats [O, £, 28, ... ni]

Nous oublierons dans la suite,lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité,les indices

£ et w. Notons :

-i _1 g - = - 2
Pl T BT ey T ) =Sy i TR0 /E
l{ai - ai_l) + I/2bi(ui)+ I/Zbi_l(ui—l)
i} g i g %
ai‘l + ai + oW
g g
B X, =it @l ealy s 2Ll - uTh:
al(u ) = l—-E J (X - X )2 = 5 3 2 5
g’ 2 SR B i-1 i
5 £ + ag + W
i I 3, _ =i
Ag(ug> = 25 E (]Xj+1 - XjI ) = Sag(ug)
1= 1, n-1
aO
=
_ — -2y
br(u:) = _5 £
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—0 —0
= ¢&b
2g () = &bp
o 2—0
=D
Ag(ug) b,
an—l
£ _ AQ _ n-1
. : R ]/2b€
b (u.) = ~
£ E an—-l +w
£
n -
= -¢b
2g(up)= =Eb
n _ 2=
Bglug) == &b,
On définit alors les fonctions a, b, A de R = — >R par interpolation
des coefficients El, gl, At

Remarque |

Notons

O£’u£(9i€ + (1-8) (i+1)E,88. + (1-6)E.) = 93"i + <1_6)S.,i+1

g,u g,u

Les fonctions a (resp. b e—’) (resp. A

f(y-X)oa’u (x,dy) (resp /(y-X)zog’u

,u

vy

z
®) s'interprétent comme

3
(x,dy)) (resp‘fky—x)!p; (x,dy). 3
S U,
£ g g
£,u )
On note P £ 1la mesure sur D(O, T; [O,l] ) engendrée par le processus de
) i
E;:U'g_— C,,U.:, gaur 2 b}
Markov X ®(t) constant par morceaux (X Tt) =X g(([t/c: ] + 1)E7) les

=
R

u?’
probabilités de transition étant ¢, u et X >(0) = X
Gyl

)
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On a le

Théoréme 5

g,u
La suite PT

p(0,T; [0,1] ).

g

est étroitement relativement compacte comme mesures sur

£,u
Sy Y.
De plus toute limite de P ® lorsque £ —— 50 3 son support contenu

dans C(0,T; (0,1)).

Démonstration

Il suffit de remarquer que

g’ug
lim sup sup A (x) ===30

E+0 x uE & >0

et d'appliquer le théordme 6.1. de STROOK VARADHAN [18]
Supposons que
b(x,u) est uniformément lipschitzienne en x et u ,
a(x) est C1 et de dérivée uniformément lipschitzienne,

(r:n,un) — — — = (o,u) ol u€ Wensemble des fonctions uniformément

lipschitziennes de R — — =R ; &j_l € R.
On a alors les majorations suilvantes
Jk indépendante de n telle que

g Q. = =
w3, = 3
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_a'(®0)+b(x,u(x))

|< k(g *suplu (0-u(x)])

2a(x) + w
% Sz Uy (x)
X n n X
Et donc lorsque n = — > « :
2 S, U ——- ____%fl___ uniformément en x
gn’qi £ n 2a + W
n
5, — = a' + Loul. . _
£ ,q, S, U — — > bC.,ul.)) uniformément en x
n’*f £ n 2a + w
n °n
En
SI x —_—— - X on a alors
o o

Théoréme 6 - STROOK VARADHAN [18] th. 6.3.

5n,qgn3€nun u
La suite PT -— - €>PT étroitement avec P; solution du pro-
a'+b(.,u(.)) 2a

bléme de surmartingale (xo, ) de temps passé sur la fron-

2a + w > 2a+w

tiére nul.
Remarque

Le probléme de surmartingale signifie ici qu'en munissant C(0,T; [O,I] ) de
u
T

nique sur C(0,T;(0,1)) soit une diffusion réfléchie du type :

la mesure de probabilité P, , 1l existe Wt brownien tel que le processus cano-

a'(xt)+b(xt,u(xt)) dt

dXt - Za(xt) + W *

o

dW,_ + dul - do
t t t

(45)

x(o) = X



) continus croissants, croissants strictement lorsque

1).

Avec ai (resp. a

[ o N

x(t) = 0 (resp. x(t)
Remarque

Si 1'on effectue le changement de temps suivant

dt

dr = 2a(xt) + W

et si 1l'on pose
o(x) = VZa(X)
(45) devient :

n y
I
de = (a'(xT)+b(xT,u(xT))dT + O(XT)de,+daT - da’

L
=X
x(0) o

qui est bien la diffusion réfléchie que 1'on voulait contrdler.
Montrons briévement que la méthode purement probabiliste, utilisée par
KUSHNER-CHEN~-FU-YU [IO] » pour montrer la convergence du colt optimal du

probléme discrétisé vers celui du probléme continu, s'applique ici.

Nous ferons les abus de notation suivants

K2 = X()



el n n n n
P 3 = P b4
T T
’\J: V)
W
AT =)
1 1
fg > W g
s.u u
S

Notons J(T,&,u) la variable aléatoire sur D(0,T:(0,1))

[T!€2] 1 £
X-»J(T,E,u) = z I ()£ ;(X{))
i=o j<i 1+kX ()

ce qui peut se réécrire :

1(T,6,u) = T () £ (X (1) )dt

o} 1€1 1+Ay .
1=t X(3)
D'autre part notons J(T,u) la variable aléatoire sur D(0,T;(0,1))

t

/ A ds
T _ o 2a (€ )+mw f (X,u(X ))ds
X 53(T,u) =/ e s = =

2a(X ) + w
5 s
Lemme 3
£ u
n, n
P_ pu
L . n T
E J(T,g,u ) —— — = E J(T,u).
n > o©
En effet on a :
u u
Ena n u En’ n
P P’I‘ PT
|E J(T,eu™y = E "J(T,u) [<|E [JcT,a,u“>- J<T,u>]§
_u
S_.s 1N
p." po
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Or 3 k(T)
o n
P
T n) n
|E J(T,E,u= J(T,w) || k(M) (€ + sup Ju (%) - u(x)])
n XE[O,]]
D'autre part
Yn
p 3
E L J(T,u) = E & J(T,u) == = >0
n >
Sn,un
car : -P - — = P! &stroitement
T T
- la fonctionnelle X ~ — =» J(T,u) est continue bornée de D(0,T; (0,1))-=K
=
£ ,u
PT
Le lemme montre donc que 1'application (§,u ) —— = E J(T,g,u) est
continue.
g ,u
PT
Et donc l'application § =—=— -> V(T,g) = Inf E J(T,%,u) est continus,
ueU
grdce au théoréme du maximum EKELAND [7] .
Et donc on a :
Lemme 4
E,Sgu u
PT PT
lim inf E J(T,g,u) = Inf E ~ J(T,u) ]
£+o0 u€W u

Montrons maintenant la convergence des colits optimaux stationnaires.




- 64 -

Appelons o = inf a(x)

-

Comme on a : 3 M indépendante de T et &

2
o qlr/ET]
Inf V(T,g,u) + M [m] > Inf V(w,g,u) 3 Inf V(T,Z,u)
u u u
et
Inf V(T,u) + e~ (2er)T o pog V(w,u) » Inf V(T,u)
u u u
I1 vient :
| Inf V(=,&, u) - Inf V(x,u)| s |Inf V(T,£,u) - Inf V(T,u)]
u u u u
2
T/5%]
1 [ -(20+w)T
* M Sup ((5p7) , e VT
et donc
Inf V(w,£,u) —— =» Inf V(wo,u)
u £ -0 u

Théoréme 7

On a convergence du colit optimal des problémes discrétisés vers le colt
optimal du probléme continu pour le probléme (25) avec f=0 g=0 lorsqu'on se

restreint aux feedbacks lipschitzien uniformément sous les hypothéses.

Les fonctions (x,u) — — => @ (x,u), b(x,u), a'(x) sont uniformément

lipschitzienne, a(.) C1




Remarque

Cette démonstration s'étend au cas ol les schémas vérifient la propriété

(29).

On remarque que le résultat obtenu ici est moins fort que celui obtenu
par l'analyse fonctionnelle. Ici on est obligé de se restreindre & un ensemble
de feedback lipschitzien pour pouvoir appliquer le théoréme du maximum et le
théoradme de STROOK VARADHAN. Cependant certains problémes dégénérés sont réso-
lus par la méthode probabiliste KUSHNER CHEN FU YU [10] alors que les méthodes

d'analyse fonctionnelle appliquées sont inutilisables.

Il est & remarquer que les méthodes d'analyse fonctionnelle sont plus

simples lorsqu'elles s'appliquent.

Les résultats probabilistes obtenus ici sont améliorables

en utilisant par exemple les techniques de la deuxiéme partie de cette

thése.
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CONCLUSION

Deux méthodes nous semblent possibles pour résoudre numériquement

les problémes de contrdle sochastique de diffusion :

- 1l'approximation de la diffusion par une chalne de Markov KUSHNER -

cHEN FU YU [10] ,
- les méthodes d'analyse numérique des équations aux dérivées partielles.

L'avantage de la seconde méthode (celle &tudiée ici) est l'obtention
aisée des majorations d'erreurs, d'une démonstration de la convergence du
probléme discrétiséd. Son inconvénient (au moins pour l'approximation interne)
est la perte dans certain cas de la propriété 29 (elle revient & dire que le
probléme approximé s'interpréte en terme de chaine de Markov) assurant la

convergence de l'algorithme de résolution.

I1 est & remarquer &galement 1'extréme rapidité@ de convergence de
'l'élgorithme de Howard qui est beaucoup plus rapide que celui comsistant
i rechercher la solution asymptotique du probléme &volutif associé ;
ce dernier probléme &tant résolu par la programmation dynamique appliqué

aux chaTnes de Markov.

On remarque également que les résultats obtenus par l'analyse fonction-

nelle sont plus forts que ceux obtenus par la méthode probabiliste. On

converge dans HI(Q) vers le colit optimal. La méthode probabiliste donne la

convergence simple vers un colt meilleur que tous ceux obtenus au moyen de

feedbacks lipschitziens KUSHNER-CHEN FU YU [10] . ™



_67_

ANNEXE |

Démonstration des propriétés de mesurabilité énoncées dans le lemme I

EKELAND [7] .

a) T est universellement mesurable

= {x,p/I(x,p) € Alest la projection sur oxR" de

b
it

o5}
]

{x,p,u/u€U(x) N{ (x,p,u) /F(x,p,u) < A}

or B est borélien comme intersection de boréliens et donc A est souslinien

comme projection de borélien et donc Il est universellement radon mesurable.

b) Bu%(x,p) borélienne vérifiant N(x,p)=F(x,u”(x,p),p) up.p. ol u

. n
désigne une mesure de radon gcq sur QXr .

. n - s
Munissons xR~ d'une mesure de radon u, d'apr@s a) 3N borélien

u(N)=0, T'(x,p)=I(x,p) V(x,p)¢iﬂ avec T(.,.) borélienne.

n P .. .
L'ensemble QxR -N est borélien donc souslinien, on peut alors intro-

duire 1l'ensemble :
n
C={(x,p,u) /F(x,u,p)=" (x,p) }N {(x,p,u) /(x,p) € QxR =N} N {(x,p,u) /u€U(x)}
Cet ensemble est souslinien car intersection de 3 ensembles, dont les
2 premiers sont boréliens et le dernier est souslinien (lorsque U est sous-
linienne).
Et donc si l'on désigne par I la multi-application

(x,p) —— —=>{u/(x,p,u) €C}

elle est de graphe souslinien et donc admet une section universellement radon

mesurable 3 (z,p) -

I1 existe donc un borélien N'u(N')=0 et u® (x,p) borélienne telle que

u*(x,p)=g(x,p) V(x,p)¢ N, ™
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ANNEXE 2

T : LP(Q,R") = — > LP(Q) est bien définie.

Soit z ELP(Q) admet un représentant Azdé.‘f,p(Q) borélien.
En notant :
v la mesure de Lebesgue sur (Q,SBQ)

. . " nqn
v, la mesure induite par z sur (R 35
z

i 1'application identité de  —=-=> Q
on a le schéma suivant :

n n
(Q,BQ,\)) ————— > (OxR, :BQQB VoY ).
Z

D'autre part I est universellement radon mesurable grdce au lemme 1 et
donc : 3AN,T' avec \)@\)N(N)=O M' borélienne et I(x,p)=N'(x,p) Yx,p¢N et donc
3

1 —_
Ho(i,;) est borélienne comme \)Q\J%(N)=\)((i,rg) I(N)) on a le résultat.
z
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ANNEXE 3
PRINCIPE DU MAXIMUM DISCRET

(pour une &étude compléte des M matrices, on pourra se reporter & PLEMMONS-
BERMANN [25] par exemple).

Définition 1
. n .n . .
Soit A € L(R,R™) non singulidre.

On dira que A satisfait au principe du maximum discret (PMD) si f » O

et Au=f=u » 0.

. - . =1 . ~ o n
Il revient au méme de dire que A envole le cOne positif de R~ sur le

cOne positif.

Proposition |

Une CNS pour que A satisfasse au PMD est que A_1 ait tous ses coefficients

positifs.
La démonstration est immédiate . =

Soit B une matrice dont tous. les coefficients sont positifs, notons D(B)

la matrice diagonale définie par

b

d.. = ‘e
Jji

11

e 1

Alors la matrice S=BD—1(B) est stochastique (sij >0 Is..=1).
i

Proposition 2

Une CNS pour que A satisfasse au PMD est que A se factorise sous la forme

DS I avec D diagonale positive S stochastique. 3

Malheureusement cette proposition n'est pas trés utilisable. Donnons

maintenant une CS plus maniable qui n'est rien d'autre que la propriété (29).
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Proposition 3

Une CS pour que A satisfasse au PMD est qu'elle se factorise sous la forme

D(I—Ast) avec D diagonale positive, S stochastique X <I

Démonstration

En effet

- (a5 7! = ¢

i

1 (ASt)i)D_]

e}

(O(1-28%)) "~

N ™ 8

et cette derniére matrice a forcément tous ses coefficients positifs. §§

Remarque |

On peut également utiliser la démonstration faite dans celle de l'algorithme

du chapitre 8 pour obtenir la proposition 3.

Utilisons cette CS pour montrer que dans le cas ol la partie principale

de 1'opérateur est le Laplacien les matrices Ag . de la propriété (29)

satisfont au PMD.

Commencons par rappeler la définition d'une matrice de rigidité d'un
g P P g

glément fini Qi pour une forme a:VxV ——->R.

Appelons A[Qi la restriction & Qi de la forme a.

I

D>+ Oy les vecteurs de base de nggayant un support d'intersection

non vide avec 1.
Définition 2

On appelle matrice de rigidite de 1'élément Qi pour la forme a, la matrice
i P

R” nxn définiepar
i

Ry = alm(gpk,%> k,1=1 .... n M
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On remarque alors que les &léments apparaissant hors de la diagonale

. u P . .
dans la matrice A sont des sommes d'éléments hors diagonaux des matrices

g1
de rigidité associée & la forme ak(y,v)—(qnsnFn(Dy),v). Et donc il suffira

que toutes les matrices de rigidité aient leurs éléments hors diagonaux
u

€,n

négatifs pour que A satisfasse au PMD.

D'autre part la contribution de la partie principale de 1'opérateur

- _ 1
est prépondérante car ses termes sont en —5 alors que les autres termes ont

. . 1 g
des contributions en g. Et donc =

Proposition 4

u

g,n

les matrices de rigidité pour tous les &léments finis, pour la forme a

Une CS pour que A satisfasse au PMD pour £ suffisamment petit est que

(associde & la partie principale de 1l'opérateur) aient tous leurs &lé-

ments hors diagonaux strictement négatifs. 7
Remarque 2

Les éléments diagonaux seront strictement positifs 4 cause de la coerci-

vité de a.
L'élément diagonal est dominant. i
Nous donnons maintenant les matrices de rigidité d'un élément fini
n o, . P . . .

(0,1)" (ol n désigne la dimension de 1'espace auquel appartient) pour la

forme associe au Laplacien

Dimension |




Dimension 2
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(0,0) 0,1) (1,0) (1,1)
2/3 ~-1/6 -1/6 -1/3 (0,0)
-1/6 2/3 -1/3 -1/6 (0,1)
-1/6 -1/3 2/3 -1/6 (1,0)
-1/3 -1/6 -1/6 2/3 (1, 1)
Dimension 3
(000) (oot) (010) (011) (100) (1or) (110) (11n)
1/3 0 0 ~-1/12 0 -1/12 -1/12 -1/12 (000)
0 1/3 -1/12 0 -1/12 0 -1/12 -1/12 (001)
0 -1/12 1/3 0 -1/12 -1/12 0] ~-1/12 (010)
-1/12 0 0 1/3 -1/12 -1/12 -1/12 0 (o11)
0 -1/12 -1/12 -1/12 1/3 0 0 -1/12 (100)
~-1/12 0 -1/12 -1/12 0 1/3 -1/12 -1/12 (1o1)
-1/12 -1/12 0 -1/12 0 -1/12 1/3 0 (110)
-1/12 -1/12 -1/12 0 -1/12 -1/12 0 1/3 (111)
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En dimension 4 des termes hors diagonaux pesitifs apparaissent. Et donc

dans le cas ol la partie principale de 1l'opérateur est le Laplacien, en

. . . u e . .
dimension | et 2 les matrices A vérifieront le PMD, en dimension 3 la

E,n

condition suffisante 3 n'est déja plus vérifiée.
Remarque 3
Pour des opérateurs dont la partie principale s'écrit

9
— a,(x,) — )
Bxl 171 ax] 3X2 2 sz

on peut donner des conditions sur le pas de discrétisation pour

sition 4 puisse s'appliquer.

que la propo-
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ANNEXE 4

APPROXIMATION EXTERNE

Nous avons vu que l'approximation interne du probléme & un probléme
approché dont on n'est pas toujours sur qu'il vérifie 1'hypothése (29)

(assurant la convergence de 1'algorithme de résolution du probléme discret).
Nous allons construire ci-dessous une approximation externe du probléme
dont on sauraque, pour un pas suffisamment petit, elle vérifie 1'hypothdse (29).

Pour cela nous utiliserons AUBIN [l]

Soit le schéma suivant

A' 1]
w _ C _ n
nVi=V———~—> V=HV——_'A¢’V,“'—'—-§V'
( ) i ( )
- at .
e\ P e\ r Py
v v!
g £
= 2 2 )
Vi = {y/y €EL7(Q) et Diy ELT(Q)} Vo = L°(@Q)

(pgyg)i sera une fonction linéaire par morceaux pour la composante i et
N

constante parmrceaux pour les autres coordonnées ol y;EVg =R, i=l ...n ;
(pgy:)o constantes par morceaux rg désigne la restriction optimale c'est—3-
= —
dire la projection sur ngg au sens V :
W 1'injection canonique
—
wC w 1'opérateur 3 approximer.

On supposera que (V,,p,,f ) forme une approximation externe de V c'est-
=S

g

a-dire :
(I—-p_,'fa)y - -3>0 fortement Vy €V
S

p.y. ——>7y faiblement dans V==y €V.

) r
S5
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On définit alors la forme sur V :

BCAIE LaTLT) F AT+ O
avec :
03T
- |
L Dé;ﬂ d

aij(y,v) = ‘/ aij(X)Diy'Djv dQ
Q

Définissons de méme :

c (V)= A (v v (e (L Oy,
1]

avec

n (z) = Mi F(z,q s
r](z) in qnsn (z,qnsnu)

u

Si on définit 1 par :

1=w'l

on a le probléme approché :

' —A - 7.0 .
(1o") cn(pgya,pgv = l(pgvg) va €V,

r
> S
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Ce probléme se réécrit :
A=A
. . =C =
BC R T &
On peut alors montrer la propriété de monotonie :

12
¥

o,y by, = pv.) - S (p.V.sD.y, ~P.V.) alp,y, = PV .
nrglErte’g g n g gL £ g £’ g

-
£
>

On peut &galement montrer 1'existence et 1'unicité d'une solution au

probléme approché.

Majoration d'erreur

Donnons maintenant une majoration de 1l'erreur entre la solution du pro-

bléme approché et celle du probléme exacte.

Remarquons que la monotonie entraine la "stabilit@" de 1'approximation

EA de EA. En effet :
g,n
Py ap.y - PLTLY) - T (DT, YaD.Y, ~ P.E.Y) s |p.y - pry|”
ntg'g’veg £°g n &g g£7E £g & g g’
v
La définition de 6; entraine :
A - = - -2
'C - plC .Y, -r > - p.r,
(O[T Py, ~ Pl PeEYaYy T T Falpy T P ey"\‘f =
5Ty, - p/Tp,r. 5| »alpy, - p.r,y aly, - .y
ng’ég En g g7, g £ &' g g
£ v v v
g €
car on a muni V_ de la norme =] et V! de la norme |%! =
© g

on a donc le résultat souhaité :
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R A=
|PeCPeYe ™ PeCrPeTeY
v, - ngI

<
Yy

o inddpendante de Z et n (stabilite).

Majoration de 1'erreur

Soit y solution de (9), y = wy et Ve solution de (10%).

L'inégalité précédente se réécrit :

A ay gTA— —\ - -
b - C C - C r > - r
|21p.C p.y, = Blp} y1§_ + [21p[Cy - £p;Clp, EYva alp.y, = »; €YIV

» - aly - pgré§l§_+dip£yg - §1V

a1t No) = 7 Ny - 1
|2 p (DY) In(ngrgy)H__zalpgyg yyv

— _>\,_. — —
lf'p'l - £'plC y| +a|y - p.r y[ +
g e £ g T £E g 7

2 on obtient :

En utilisant le lemme 2

.y < [(@=q s )n@y)| + Cly-p y]
q nn 0 Pete

+ Cl(q s -Du + Cclyl L] (@ s -Du]
0 TGP SR E Ldn; m™

D'oli la majoration d'erreur

vl 1 (1mq s H1OY) |

aly=p.v.|_ s !
QQV S 5 5 V! H

+ Ci(qnsn—I)U!Lq(Q’ Rm)(l +!y|H2(Q))
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Utilisant AUBIN [1] on obtient
b .yl < cE et lfépé@-ﬁx?ﬂ < cg
S V VI
11 vient alors un résultat analogue au corollaire 4.

On peut &galement montrer que 1'hypothése (29) est toujours vérifiée
pour un pas £ suffisamment petit (la partie principale de 1'opérateur vérifie
cette hypoth@se et "absorbe' les autres termes lorsque le pas décroit) pour

ce type d'approximation.
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