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ADAPTATION OPTIMALE DES RESSOURCES AUX BESOINS EN GAZ POUR LA

FRANCE A LTECHELLE DE LTANNEE
Froncors DELEBECZUE [ Jeawn Prerve GUADRAT
INTRODUCTION
On s'inréresse ici 3 1la gestion optimale des movens d'approvisionnements

et de stockage francais dont le but est de satisfaire la demande de gaz au
moindre coiit. Une partie des approvisionmements est aléatoire ainsi que la
consommation en gaz. Aprés avoir estimés les processus aléatoires, on cal-
cule la stratégie et le coiit optimal, 1'horizon &tant 1"annge. Le modéle,
utiliséd ici, est exposé dans la note GDF LEPINOY-SEJOURNE L6 ] avec plus de

détails.

i. — LE MODELE

On dispose :
a) de ressources de trois types :

- gaz provenant de Groningue {(guantite cumulée notée Gt)’
—~ gaz provenant de Skikda + Arzew al&atoire notée R, (débit) gque
1'on modéliserapar un processus stationnaire markovien,

— gpprovisionnement fixe.

b) de movens de stockage. La quantité stockée a l'instant t sera notée S_.
On a2 des "besoins' a satisfaire de trois types :

- fixes,
— effacables,

- ventes 3 bienplaire .
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On note B_ = besoins fixes + effagables maximum - approvisionnements

fixes. On fait 1'approximation (raisonnable) que Bt forme une sulte de varia-

bles aléatoires indépendantes.

On note :



- Uy les soutirages & 1l'instant t qui lorsque u_ < 0 s'interpréteront

comme des injections,

- v, le débit prélevé a Groningue 3 1'instant &,

- W, les effacements effectués 3§ 1'intant t.qui, lorsqu'ils sont néga-

tifs, s'interpréteront comme des ventes 3 bien plairef
On nctéra égalemént la défaillance par :
Ve = B_ - R_~u_ -—v,_-—~w
quil, 1Grsqué.yt < 0, s'interprétera comme un éxcéﬂ dé ressources,
Le colt instantané s'écrit alors :
Cl(ut} + Cziwt} + 63(?t)

Cl(u) cout de soutirage ou d'injection selon le signe de u
Cz(w) colit des effacements ou des ventes i bien plaire
C3(F) cott de défaillance cu d'exci8s de ressources.

Les équations d'&volution s'écrivent alors :

~ Equation d'évolution du stock :

(1) ds_ = - u_dt u(s) <u < 4(s)

- Equation d'évolution du prélévement de Groningue :

|/

(2) dG, = v dt % v
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- Equation d'évolution du processus de Markov décrivant les ressources

hors Groningue.:

*

(3) _ dr_ = B(R)At + o(R AW,

T

2
e

W
{

b et a sont des fonctions a identifier, Wt un mouvement Brownien.

(4 = Bt besoins forment une suite de v.a indépendantes en temps dont la

densité de probabilité sera notée p.

L& probldme de commande stochastique s'écrit :

| L
(5) Min E f €, () + Cy(w) + Cy(y)dt
1 o
v
W
2. - EQUATIONS D'OPTIMALITE
Si 1'on désigne par
T .
v(t,S,G,R) =]M1n£%jt-(ﬁz(ut} + Gz(wt) + Cg(yt))dt|8t=8, Gt=G§ RtﬁRl}
v
W

V satisfait 1'é8quation de la programmation dynamique suivante :

{ 2 217 ALY
| 2} + bep + 3 & + Min [[-usg + vig + € (u) + Cy(w) + Cy(3)Ip(B)AB = 0
5t 3R 2 2 H 53 5G 1 2 3
(5) 8R- u(Bj
v{B)
V{TY =0 w(B)

od p désigne la densité de probabilité de B.

]

(ﬁ).Rt est obtenu comme limite d'un processus dont 1'accroissement Ry ~— Ry

est une variliagble aléatoire dont la moyenne est b(Rt)h et la variance

a(R)h, limite obtenue lorsque h =+ O.



En effet, supposons qu'il existe une solution suffisamment réguliére de
(5). On peut alors appliquer la formule d'Ito (calcul d'une différentielle
pour un processus de type diffusion) & V. Pour une stratégie quelconque

donnée 3 1'avance, on obtient :

2 .
aVv AY 1 37V gV sV aV
= = _— + a — — -t S + — ¢
Ve = GermP*r2 727 %a TV TR ¢ e
et, donc, grace au fait que :
E
aV '
E jﬁ BR_G dwt = 0
o
| [t av . av 1 5%y v 3V :
E{(V(T)) — V(0O) = E — + —b + a + | (mu— + v—=)p(B) dBldt.
T 2 2 Ure T VG

Fn utilisant alors (5) et V{(T) = 0, on obtient ::
T ik
(6) V(O) £ E f; jﬂ(Ci(u}+C2(w)+L3(?))pt%jiﬂdt = F /; (Ci(ut)+cz(wt}+03(yt))dt

On montre, par un raisonnement analogue, gque la stratégie u,v,w, solu-

tion de la minimisation dans (5), vérifie (6) & 1'&galiteé.

Pour une étude des conditions d'existence et d'unicité de (5), on pourra

se référer 3 A. BENSOUSSAN - J.IL.. LIONS [4].

3. — IDENTIFICATION DU PROCESSUS R.__(RESSOURCES HORS GRONINGUE) COMME UN
PROCESSUS A TRAJECTOIRES CONTINUES MARKOVIEN

On modé&lise R, par un processus de diffusion stochastique, homogéne

en temps o

(6.0) | dR_ = b(R)dt + o(R AW,

t+h e 2

{1}

Ce qui signifie que, si 1 dé&signe un nombre positif petit, R

une lol avant ses deux premiers moments vérifiant :

R ) = b{(R)h + o(h)

S<t

(6.1) '-E(Rt+h—Rti

)

(6.2) E((R_,, -R)"[R_ 2

¢ oci? = 28R F o(h) avec a =0

L+h



Réciproquement, tout processus en temps discret,ayant ses deux premiers

moments vérifiant les conditions (6.0) et (6.1) plus une condition d'uniforme

int8grabilité, converge en loi vers la diffusion (6.0).

Un théor2me dG a Girsanov nous indique que la loi de R_, sur 1Tespace
des fonctions continues de [o0,T1, admet une densité par rapport & la loi

engendrée par le processus suivant (loi définie sur le méme espace) :

dzt = G(Zt) Ewt .

D'autre part, si 1'on note P la loi de R, Q 1la 1ol de Z, on a :

iii.— exp ]-T b(Rt) ¢R 1 !-i b (Rt) dt
B\ = . - P — ? . :
Q - a(Rt) C 2 jD a{Rt}
' On se donne alors une partition <$3a~--,ip) de R.

On approxime b{(R) (resp. a(R)) par

b R -'_"' E Y . E_

(R) = T 0; ¥,;(R)
1

(resp. a{R) = L Hs 1§£{1}}
i

Xaq désignant la fonction caractéristique de l'ensemble Al {prenant la valeur

1 sur Ai, O ailleurs).

Lfestimateur du maximum de vraisemblance de ©., les M Etant supposées

connues, est alors donné par :

t

[ Xgi(ﬁt)égt
(7) 5, = —=

1 T
j. Xy (Re)dE
- o

e,

on voit que ﬁi ne fait pas intervenir la valeur des u..

DYautre part, si 1'on note



L

on montre la formule suivante :

. C
= voby/ [ x(edt

U
e

i

- i ~ . . . 1 . s
ol vQ(Rt) désigne la variation quadratique de Rt, cfest—a-dire :

. 1 1,2
1im X{R. =R, )7,
+ : }
oo (3+Dh 3h

Pour plus de détails, on pourra se référer 3 F. DELEBECQUE - J.P. QUADRAT [51],

Remarquons d'abord que 1'on a des ré&sultats sur la qualité des estima-—

teurs. On a :

- ¢ + inf b(x) < 8. < sup b{x) + e
XchAr T

o

ol e est une variable alétoire gaussienne de variance :

LT T
7 si H = ]; XAi(RS>dS'

De méme, on a :

inf a{x) < H. < sup a(x).
L l [ |
XcAl XeAT

On voit donc que 1'on doit faire un compromis entre la taille des a; et la

variance de e.

En pratique on a découpé R en 3 zones, l'un des points de disconti-

= ()

nuité correspondant 3 un maximum de la fréquence empirique de Re considérée

comme des tirages d'une v.a. de loi &gale 3 la mesure stationnaire de R, .



b, = BISCR@TIS&T;GN DE L'EQUATION DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

On discrétise l'8quation (5) de facon 3 conserver & l'équation discréte

1Tipterprétation en terme de commande stochastique.

Si h_, hs, h., hR désignent respectivement les pas de discrétisation
en temps, sur le stock, sur Groningue, sur les apports hors Groningue, on

fait les approximations suivantes :

- | ~ V(t+h ,$,6,R) - V(t,5,G,R)
Bt(t,S,G,R)~+ ——— kht

+ | -
v(t+htﬁsﬁG&R+hE)b(a) “?(t+ht,SﬁG§R)ib(ﬁﬂ+?(t+bt$85GER“hR)b(R

fig

oV
b(R)—;E £,8,G,R) <«

. - + - e ] » - " r — 4
oi b et b désignent respectivement la partie positive et négative de b

SZV V(t+htﬁ5ﬁGﬁR+hp}m2v{t+htES&GﬁR)+V(t+ht,83G&R*hR)
a(R)mmz{t,S}G,R)-+ a(R) : - . ,
3R h
us(t+h S+h. .G, R)-V{t+h _,S,G,R)}u{+V{(t+h_,S-h ,Gjﬁ}uw
oV L S t . t S
u@é«(t,S,G,R) ~ - h T '
S

P(B) sera approximé par une loi du type I p; 8(B;) avecp., 20 L. =1,

é(bi)'désignant 1a masse de dirac au point bj

L

Pour obtenir des théorémes de convergence de telles-discrétisations,

on se référera 3 H. KUSHNER [ 2], J.P. QUADRAT [ 31.

En désignant par 1 ={is, ig, iR} ies points de discrétisation, de

Groningue, du stock, des besoins, l'approximation de (5) s'écrit :

) e M?H-\ ?1 E ﬂi;i?(uﬁfﬂfjj)v(i!) +@(H=V:W:j)
Ulj) 1 3
v(3)
w{(1)

oli i désigne un point de discrétisation des besoins ;

od les T. ;1 TOD nuls sont :
2



— : st 7z . . Yy . _ +_E E_—t_
- pour 17 =(ig,ig,ipti) it T PR, T2
- R h
R
h :d
- pour i' =(ic,i.,i-1) 4y t,act
P TTEETGTTR O ”i’i' h 2 2
R h
R
h
- pour 1' =(i_ +1,1,.,i_) - - u_(-)_ﬂE_
5*1s1gs1p: T 2l
h
- pour 1" =(i-1,i,,1i) T = u+(j)-—3
5 7GR 1,17 hg
ht
- =¥ _ ‘ ~ _ .y L
pour i (1S,IG+},1R) L v{(i) e
h. b h h
(10) = pour i' =(ig,in,iy) o= 1=lblet — et —lu(i) =L - vt
' STTGTRT 1,17 h 2 h 3%
R by S S

@ (0,7,7,3) = B (€ (u(D) + Cy((3)) + Cy(B —ithe~u()=v(i)=w(})))

avedC 3

Cg(?) = 33 y ot BB Y

On 3 de plus la condition sur 1'état final :

V(ip,igsigsig) = O

]

Dés gue {(10)est =0 (ce gui est toujours possible 3 condition de choi-

~t

it), (9) s'interpréte comme 1l'&quation

aw
(D
rt

sir le pas en temps suffisamment

de la programmation dynamique d’une chaine de Markov.

'(1@)';30 peut etre également considéré comme une condition de stabilité

du .point de vue de l'analvse numérique des équations aux dérivées partielles.



5. — CALCUL EFFECTIF DU MINIMUM DANS L'EQUATION DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Nous le ferons sur le probléme continu & cause de la commodité des
notations, bien qulen pratique il solt nécessaire de le faire sur le

probléme discrétisé (9).

Notons :
aV¥
Y
oV
v =3g

K

11 fautr alors minimiser

Min. j.— 4 A+ vV 8 + C}(u) + Cz(w) + CB(Y)
u{B)
v{(B)
w(B)

sous les contralntes @

4 < u< 4
e a i
Vv S v =¥
~ -~
WS WS W
vy =B ~-~R—~u—-—v—-w

pour cela, il suffit de résoudre

(11) . Min  {-u X+ v + Cl(u) + Co(w) + CB(y)}
<u<d
“
VEVEY
W<

y=B=~R-u—~v-w

Notons :
"
Ci(w) = C (@) + Xz 477 0
avec
(1) +e  gi u ¢ [u,d]
4,81 "



Notons de meme =

Cy ()

il
-
]
‘a
—
+

av

En dualisant la contrainte B-R = y+utv+w et en appelant u la variable
duale associée, on obtient la condition nécessaire et suffisante d'optima-

lité suivante :

A
AT C%(u} utv+w++y=B8-R
TRS Cz(w}
(13) N
n e Ca(y)

ﬂu?
U € Cé(v)

ol C% désigne le sous gradient, ce qui se réécrit :

v -]

ue C (uw)
v
e CT " (1)
-~
y e Cq (u)
*’b?_}
vecl, (1)
et donc
(14) B-Rei C ()
1

Cette relation détermine u et on en déduit u,w,vV,V.

La relation {14} a une interprétation économique trés simple {(on suit

ici la démarche de, par exemple , PRONOVOST [11]).



On range tous les moyens parordre de colt marginal croissant (en consi-
dérant la défaillance comme un moyen supplémentaire), c'est la construction
3 /
de la courbe L €
;1
tion d'une unité de B-R. On utilise ensuite tous les moyens qui ont un prix

. On en d&duit le colit marginal 1t associé& 3 une augmenta-

strictement inférieur 34 u et ce qui est nécessaire des moyens au Prix U pour

satisfaire utv+w+y = B-R.

Graphiquement on trouve :

%f
4C1 (W)

"

> Sur cet exemple, on obtient :

Urvtwty

La surface hachurée représente alors le colit minimum.
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